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Bevezetés

Magyar nyelvű mértékelméleti feladatgyűjteményekben tulajdonképpen nincs hi-
ány. Az [1], [3], [4], [5] tankönyvekben és a [8] egyetemi jegyzetben számos
mértékelméleti feladatot találunk. Ezek közül is kiemelhetjük az [5] könyvet,
amely csaknem 200 mértékelméleti feladatot tartalmaz, megoldásokkal. Ugyan
ezen könyvek közül a régebbiek könyvesboltokban már nem kaphatók, de hasz-
nált példányaikhoz hozzájuthatunk, vagy könyvtárakból kikölcsönözhetjük őket.

Eredetileg az indított egy új mértékelméleti feladatgyűjtemény közreadására,
hogy az ELTE matematikus szakának mértékelméleti tárgyához jobban illeszkedő
feladatsorokat állítsak össze. Ezért kiindulásul összegyűjtöttem azokat a felada-
tokat, amelyeket az ELTE-n a mértékelmélet tárgy oktatása során az elmúlt 40
évben használtam.

Azonban a feladatgyűjtemény írása közben az anyag – ahogy az gyakran meg-
történik – mintegy önmagát kezdte megszervezni. Hamar felmerült az igény, hogy
a tárgy oktatásából kimaradó, de fontos vagy érdekes tételeket is feldolgozzak fel-
adatsorokon keresztül. Mivel minden matematikai eredmény (legyen a bizonyí-
tása bármilyen nehéz vagy hosszú) feldolgozható feladatsorok formájában, ezért
szabad döntés kérdése, hogy mi az, amit ilyen módon beleillesztünk az anyagba,
és mi az, amit nem: amit feltételezünk, vagyis amit „tudni kell”. Végül is a szük-
séges mértékelméleti előismeretek a következőkre redukálódtak: Hahn felbontá-
si tétele, a Carathéodory-tétel, az integráltételek (a monotonkonvergencia-tétel,
Beppo Levi tétele, a Fatou-lemma, a kis és a nagy Lebesgue-tétel), a mértékterek
szorzata, a Fubini-tétel és a Radon–Nikodym-tétel. Ezeket ismertnek tételezzük
fel, bár az állításokat pontosan kimondjuk a fejezetek elején, ahol felsoroljuk a
szükséges definíciókat és tudnivalókat. Ezeknek az alaptételeknek a bizonyítása
megtalálható az irodalomjegyzékben felsorolt tankönyvekben és jegyzetekben.

A fentiekből világos, hogy a közölt feladatanyag meglehetősen heterogén: a
feladatok között vannak egyszerű gyakorlófeladatok, vannak gondolkodtató fel-
adatok és vannak olyan bizonyítandó állítások is, amelyek egy-egy tétel technikai
részletét képezik. Azonban igyekeztem minden feladatot úgy megfogalmazni,
hogy önmagában is érdekes és meggondolásra érdemes legyen. A heterogenitás
a feladatok nehézségére is vonatkozik: vannak nagyon könnyű, de nagyon nehéz
feladatok is. Ennek ellenére a feladatok nehézségét nem jelöltem meg. Ennek
egyik oka, hogy egy feladat nehézsége szubjektív megítélés kérdése, a másik pe-
dig az, hogy egy nehéznek deklarált feladat elriaszthat a megoldástól. Azonban
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10 Bevezetés

minden feladathoz tartozik megoldási ötlet és teljes megoldás is1.

Mint minden feladatgyűjtemény esetében, itt is nehéz lenne a feladatok erede-
tét megjelölni. Néhány feladatot én találtam ki, de a többségüket hallottam vagy
olvastam. Olyanok is vannak, amelyeket kollektíve találtunk ki az ELTE Analízis
Tanszék azon oktatóival, akikkel a mértékelmélet tárgyat az elmúlt 40 évben taní-
tottuk. Kivételt képez a 177. feladat, amiért Ruzsa Imrének tartozom köszönettel.

Köszönetnyilvánítás. Különösen hálás vagyok Totik Vilmosnak, aki az anya-
got alaposan átnézte, és akinek a megjegyzései és javaslatai óriási segítséget je-
lentettek számomra.

Budapest, 2017. június 24.

Laczkovich Miklós

1egyetlen szándékos és elrejtett kivételtől eltekintve.
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1. Jelölések

A szokásos halmazelméleti jelöléseket használjuk. Hangsúlyozzuk azonban, hogy
a ⊂ jel a nem szigorú tartalmazást jelöli, tehát A ⊂ B teljesül A = B esetén is.
A szigorú tartalmazást az ( jellel jelöljük, tehát (A ( B) ⇐⇒ (A ⊂ B és
A 6= B).

P (X) jelöli X részhalmazainak rendszerét.

Az A és B halmazok szimmetrikus differenciája az A∆B = (A \ B) ∪ (B \ A)
halmaz.

|A| jelöli a véges A halmaz elemszámát.

HaH ⊂ X , akkor χH -val jelöljükH karakterisztikus függvényét. Azaz: χH(x) =
1, ha x ∈ H , és χH(x) = 0, ha x /∈ H (x ∈ X).

Az f függvénynek a H halmazra való megszorítását f |H jelöli.

Ha A egy halmazrendszer és H egy halmaz, akkor A|H -val jelöljük az {A ∈
A : A ⊂ H} halmazrendszert.

N, N+,Z, Q, R rendre a nemnegatív egészek, a pozitív egészek, az egészek, a
racionális számok, illetve a valós számok halmazát jelöli.

Az a valós szám pozitív, illetve negatív része az a+ = max(a, 0), illetve az a− =
max(−a, 0) szám. Ekkor a = a+ − a− és |a| = a+ + a−.

Az I intervallum hosszát |I|-vel jelöljük.

Rp jelöli a p-dimenziós euklidészi teret.

Legyen B(a, r) = {x ∈ Rp : |x − a| < r} minden a ∈ Rp és r > 0 esetén.
A B(a, r) halmazt az a középpontú és r sugarú nyílt gömbnek nevezzük. A
B(a, r) = {x ∈ Rp : |x − a| ≤ r} halmazt az a középpontú és r sugarú zárt
gömbnek nevezzük.

A B(a, r) gömböt racionális gömbnek nevezzük, ha az a középpont koordinátái
és az r sugár egyaránt racionális számok. Világos, hogy a racionális gömbök
halmaza megszámlálható.

Az [a1, b1)× . . .× [ap, bp) alakú halmazokat téglának nevezzük.

Az [a1, b1) × . . . × [ap, bp) téglát racionálisnak nevezzük, ha ai, bi ∈ Q minden
i = 1, . . . , p-re. A racionális téglák halmaza szintén megszámlálható.

11www.interkonyv.hu Hungarian Edition © Typotex

© Laczkovich Miklós



i
i

“MertekFeladatok_0706” — 2018/7/6 — 10:23 — page 12 — #12 i
i

i
i

i
i

12 1. Jelölések

Pp-vel jelöljük az [a1, b1) × . . . × [ap, bp) alakú téglákból és az üres halmazból
álló halmazrendszert.

TetszőlegesH ⊂ Rp-re Pp(H)-val jelöljük azon [a1, b1)× . . .× [ap, bp) téglákból
álló halmazrendszert, amelyekre [a1, b1] × . . . × [ap, bp] ⊂ H . Az üres halmazt
szintén Pp(H) elemének tekintjük.

A H ⊂ Rp halmaz belsejét, illetve lezártját intH , illetve clH jelöli.

Az x ∈ Rp pontnak a H ⊂ Rp halmaztól vett távolságát dist (x,H)-val jelöljük.
Azaz

dist (x,H) = inf{|y − x| : y ∈ H}.
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2. Halmazrendszerek

Definíciók és egyéb tudnivalók

Az A halmazrendszer

félgyűrű, ha van eleme,A,B ∈ A eseténA∩B ∈ A, és bármely két elemének
a különbsége előáll mint véges sok páronként diszjunkt A-beli halmaz uniója;

modulus, ha van eleme, és A,B ∈ A esetén A \B ∈ A;
gyűrű, ha modulus, és A,B ∈ A esetén A ∪B ∈ A;
algebra, ha gyűrű és van maximális eleme;

σ-gyűrű, ha gyűrű, és A1, A2, . . . ∈ A esetén
∞⋃
n=1

An ∈ A;

σ-algebra, ha algebra és σ-gyűrű.

Az A halmazrendszer háló, ha ∅ ∈ A, és A,B ∈ A esetén A ∩B, A ∪B ∈ A.

Megjegyezzük, hogy a félgyűrű fenti fogalma különbözik a [3] könyvben de-
finiált félgyűrűfogalomtól.

HaAmodulus, akkorA,B∈A eseténA∩B∈A, hiszenA ∩B=A\(A\B).
Így minden modulus félgyűrű.

Könnyű belátni, hogy ha A σ-gyűrű és A1, A2, . . . ∈ A, akkor
∞⋂
n=1

An ∈ A.

Ugyanis
∞⋂
n=1

An = A1 \
∞⋃
n=1

(A1 \An).

Tetszőleges A halmazrendszerhez létezik egy legszűkebb A-t tartalmazó mo-
dulus. Ezt úgy kaphatjuk meg, hogy veszünk egyX halmazt, amelyre

⋃
A ⊂ X ,

azaz A ⊂ P (X), majd vesszük az összes olyan modulus metszetét, amely tar-
talmazza A-t és része P (X)-nek. Könnyű belátni, hogy az így kapott halmaz-
rendszer modulus, nem függ X-től, és része minden olyan modulusnak, amely
tartalmazza A-t.

Ugyanígy láthatjuk be, hogy tetszőleges A halmazrendszerhez létezik egy
legszűkebb A-t tartalmazó gyűrű, illetve σ-gyűrű. A legszűkebb A-t tartalma-
zó modulust (vagy gyűrűt, illetve σ-gyűrűt) azA által generált modulusnak (vagy
gyűrűnek, illetve σ-gyűrűnek) nevezzük.

A gondolatmenet algebrákra nem működik, mert algebrák metszete általában
nem lesz algebra (lásd a 17. feladatot). Meg lehet mutatni, hogy ha az A által
generált gyűrű (illetve σ-gyűrű) nem algebra (azaz nincs maximális eleme), akkor
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14 2. Halmazrendszerek

nem létezik legszűkebbA-t tartalmazó algebra (illetve σ-algebra). (Lásd a 18. fel-
adatot.) Ha azonban adott egy X halmaz, amelyre

⋃
A ⊂ X , azaz A ⊂ P (X),

akkor létezik egy legszűkebb A-t tartalmazó algebra (illetve σ-algebra), amely-
nek a maximális elemeX , nevezetesen az összes olyan algebra (illetve σ-algebra)
metszete, amely tartalmazza A-t, és amelynek a maximális eleme X . Ezt az
algebrát (illetve σ-algebrát) nevezzük az A által generált algebrának (illetve σ-
algebrának). Ez tehát függ X-től. Amikor egy A halmazrendszer által generált
algebráról (illetve σ-algebráról) beszélünk, akkor a szövegösszefüggésből általá-
ban világos, hogy melyik X halmazhoz tartozó algebrát (illetve σ-algebrát) te-
kintjük. Ez legtöbbször az

⋃
A halmaz.

Adott A1, A2, ... halmazsorozatra lim inf
n→∞

An-nel jelöljük azon elemek halma-
zát, amelyek véges sok kivétellel mindegyik An-nek elemei, továbbá lim sup

n→∞
An-

nel jelöljük azon elemek halmazát, amelyek végtelen sok An-nek elemei.

Feladatok

1. Legyen A gyűrű és A1, . . . , A100 ∈ A. Legyen E azon pontok halmaza, ame-
lyek az Ai-k közül pontosan 17-nek elemei. Mutassuk meg, hogy E ∈ A.

2. Bizonyítsuk be, hogy haA σ-gyűrű ésAn∈Aminden n-re, akkor lim inf
n→∞

An∈
A és lim sup

n→∞
An ∈ A.

3. LegyenX adott halmaz, és legyenA1, A2, . . . ⊂ X tetszőleges halmazsorozat.
Bizonyítsuk be, hogy

lim sup
n→∞

χAn = χlim supn→∞ An

és
lim inf
n→∞

χAn = χlim infn→∞ An .

4. Bizonyítsuk be, hogy A akkor és csak akkor modulus, ha A,B ∈ A esetén
A ∩B ∈ A, és minden H ∈ A-ra A|H algebra.

5. Bizonyítsuk be, hogy

(i) egy halmazrendszer akkor és csak akkor gyűrű, ha a szimmetrikus differen-
ciára mint összeadásra és a metszetképzésre mint szorzásra nézve (algebrai
értelemben) gyűrűt alkot;

(ii) egy halmazrendszer akkor és csak akkor algebra, ha a szimmetrikus diffe-
renciára mint összeadásra és a metszetképzésre mint szorzásra nézve (al-
gebrai értelemben) egységelemes gyűrűt alkot.
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Feladatok 15

6. Bizonyítsuk be, hogy haH háló, akkor {A \B : A,B ∈ H} félgyűrű.

7. Adjunk példát olyanH hálóra, amelyre {A \B : A,B ∈ H} nem modulus.

8. Mutassuk meg, hogy Z periodikus részhalmazai algebrát alkotnak.

9. Mutassuk meg, hogy az egész számok halmazának azon részhalmazai, ame-
lyeknek van sűrűsége (azaz amelyekre a limesz

lim
N→∞

|A ∩ [−N,N ]|
2N

létezik), nem alkotnak gyűrűt.

10. Bizonyítandó, hogy ha A gyűrű (illetve σ-gyűrű) és
⋃
A ⊂ X , akkor az

A ∪ {X \A : A ∈ A} halmazrendszer algebra (illetve σ-algebra).

11. Ha az A halmazrendszer n halmazból áll (n ≥ 1 véges), akkor legfeljebb
hány eleme van a generált gyűrűnek?

12. Mi az A = {{n, n + 1, n + 2, . . .} : n ∈ N} halmazrendszer által generált
gyűrű?

13. Mi az f : R → R függvények grafikonjaiból álló halmazrendszer által gene-
rált gyűrű?

14. Bizonyítandó, hogy az A halmazrendszer által generált gyűrű minden eleme
lefedhető A véges sok elemével, és az A által generált σ-gyűrű minden eleme
lefedhető A megszámlálhatóan sok elemével.

15. Bizonyítsuk be, hogy haA ⊂ P (R) minden eleme szimmetrikus a 0-ra, akkor
az A által generált σ-gyűrű elemei szintén szimmetrikusak a 0-ra.

16. Legyen A tetszőleges halmazrendszer. Bizonyítandó, hogy

(i) ha egy halmaz benne van az A által generált gyűrűben, akkor benne van az
A egy alkalmas véges részrendszere által generált gyűrűben is;

(ii) ha egy halmaz benne van az A által generált σ-gyűrűben, akkor benne van
azA egy alkalmas megszámlálható részrendszere által generált σ-gyűrűben
is.

17. Mutassunk példát két olyan algebrára, melyek metszete nem algebra.

18. Bizonyítandó, hogy

(i) az A halmazrendszert tartalmazó algebrák között akkor és csak akkor van
legszűkebb, ha az A által generált gyűrű algebra, és

(ii) azA halmazrendszert tartalmazó σ-algebrák között akkor és csak akkor van
legszűkebb, ha az A által generált σ-gyűrű σ-algebra.
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16 2. Halmazrendszerek

19. Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges H ⊂ R halmazra P1(H) félgyűrű. (Emlé-
keztetjük az olvasót, hogy P1(H)-val jelöljük azon [a, b) intervallumok halmazát,
melyekre [a, b] ⊂ H . Az üres halmazt szintén P1(H) elemének tekintjük.)

20. Legyen A félgyűrű. Bizonyítsuk be, hogy ha A1, . . . , An, B1, . . . , Bk ∈ A,
akkor (A1 ∪ . . . ∪ An) \ (B1 ∪ . . . ∪ Bk) előáll véges sok páronként diszjunkt
A-beli halmaz uniójaként.

21. Legyen A félgyűrű. Bizonyítsuk be, hogy az A által generált gyűrű egyenlő
azon halmazok rendszerével, amelyek előállnak véges sok páronként diszjunkt
A-beli halmaz uniójaként.

22. Van-e generált félgyűrű? (Tehát igaz-e, hogy minden A halmazrendszerhez
van egy legszűkebb A-t tartalmazó félgyűrű?)

23. Bizonyítsuk be, hogy ha A és B félgyűrűk, akkor {A×B : A ∈ A, B ∈ B}
is félgyűrű.

24. Legyen H ∈ Rp tetszőleges halmaz. Bizonyítsuk be, hogy Pp(H) félgyűrű.
(Emlékeztetjük az olvasót, hogy Pp(H)-val jelöljük azon [a1, b1)× ...× [ap, bp)
téglák halmazát, melyekre [a1, b1]× . . .× [ap, bp] ⊂ H . Az üres halmazt szintén
Pp(H) elemének tekintjük.)

25. Legyen A ⊂ P (X) félgyűrű, és jelöljük L(A)-val azon f : X → R függvé-
nyek halmazát, amelyekhez léteznek páronként diszjunktA1, . . . , An ∈ A halma-
zok úgy, hogy f konstans mindegyikAi halmazon, és nulla azX \(A1∪ . . .∪An)
halmazon. Mutassuk meg, hogy L(A) vektortér a pontonkénti összeadás és kons-
tanssal való szorzás műveleteire nézve.

26. Tegyük fel, hogy azR gyűrűben nincs végtelen sok páronként diszjunkt nem-
üres halmaz. Bizonyítsuk be, hogyR-nek csak véges sok eleme van.

27. Igaz-e az előző feladat állítása, ha azt gyűrű helyett félgyűrűre, modulusra
vagy hálóra mondjuk ki?

28. Legyen H monoton osztály. (Ez azt jelenti, hogy ha H1, H2, . . . ∈ H és
H1 ⊂ H2 ⊂ . . ., akkor ∪∞n=1Hn ∈ H, valamint, ha H1, H2, . . . ∈ H és H1 ⊃
H2 ⊃ . . . , akkor ∩∞n=1Hn ∈ H.) Bizonyítsuk be, hogy ha a H monoton osztály
tartalmazza az A gyűrűt, akkor tartalmazza az A által generált σ-gyűrűt is.
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3. Additív halmazfüggvények

Definíciók és egyéb tudnivalók

R-rel jelöljük a kibővített valós számok halmazát, azaz R = R ∪ {−∞,∞}.
Az összeadás műveletét a következőképpen terjesztjük ki R-re: (±∞) + a =
a+ (±∞) = ±∞ minden a ∈ R-re, (±∞) + (±∞) = ±∞. A (±∞) + (∓∞)
összegeket nem definiáljuk.

A szorzást a következőképpen terjesztjük ki R-re: (±∞) · 0 = 0 · (±∞) = 0,
(±∞) · a = a · (±∞) = ±∞, ha a > 0, (±∞) · a = a · (±∞) = ∓∞, ha a < 0,
(±∞) · (±∞) =∞, (±∞) · (∓∞) = −∞.

A rendezést is kiterjesztjük R-re: legyen −∞ < a <∞ minden a ∈ R-re.
Legyen A olyan halmazrendszer, amely tartalmazza az üres halmazt. A µ :

A → R halmazfüggvény végesen additív (röviden additív), ha µ(∅) = 0, és
valahányszor A1, . . . , An ∈ A páronként diszjunkt halmazok, melyek uniója is

A-ban van, akkor µ(A1 ∪ . . . ∪ An) =

n∑
i=1

µ(Ai). A definícióba beleértendő,

hogy a jobb oldali összeg értelmes, azaz a tagok között nem szerepelhet ∞ és
−∞ mindegyike. Ebből egyszerűen levezethető, hogy ha µ additív az A gyűrűn,
akkor µ nem veheti fel a∞ és −∞ értékek mindegyikét.

Ha A egy halmazrendszer és ϑ : A → R, akkor ϑ pozitív és negatív részén a

π(H) = sup{ϑ(A) : A ∈ A|H} (H ∈ A)

és ν(H) = − inf{ϑ(A) : A ∈ A|H} (H ∈ A)

halmazfüggvényeket értjük. A ϑ halmazfüggvény totális variációja a

τ(H) = sup

{
n∑
i=1

|ϑ(Ai)| : A1, . . . , An ∈ A|H páronként diszjunkt halmazok

}

(H ∈ A) halmazfüggvény.

Feladatok

29. A 8. feladat állítása szerint Z periodikus részhalmazai algebrát alkotnak. Lás-
suk be, hogy ezen az algebrán egy és csak egy végesen additív és eltolás-invariáns
µ halmazfüggvény van, amelyre µ(Z) = 1. (Ez a sűrűség.)

30. Legyen µ nemnegatív és végesen additív halmazfüggvény az A algebrán,
amelynek maximális eleme X . Tegyük fel, hogy µ(X) = 1 és A1, . . . , An ∈ A
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18 3. Additív halmazfüggvények

olyan halmazok, melyekre µ(A1) + . . . + µ(An) > 100. Bizonyítsuk be, hogy
ekkor van olyan pont, amely több, mint 100 db Ai-nek eleme.

31. Legyen X tetszőleges halmaz, A = {H ⊂ X : H véges}, f : X → R
tetszőleges függvény, és ϑ(H) =

∑
x∈H

f(x) (H ∈ A). Mutassuk meg, hogy ϑ

additív A-n, és határozzuk meg ϑ pozitív és negatív részét, illetve totális variáci-
óját (vagyis a π, ν és τ halmazfüggvények értékeit) minden véges H halmazban.
Ellenőrizzük, hogy ϑ(A) = π(A) − ν(A) és τ(A) = π(A) + ν(A) minden
A ∈ A-ra.

32.

(i) Legyen ϑ additív halmazfüggvény az A hálón. Mutassuk meg, hogy ϑ po-
zitív és negatív része, illetve totális variációja (vagyis a π, ν, τ halmazfügg-
vények) mindegyike additív A-n.

(ii) Legyen ϑ additív halmazfüggvény az A moduluson. Mutassuk meg, hogy
ϑ(A) = π(A) − ν(A) minden olyan A ∈ A halmazra, amelyre a π(A) −
ν(A) különbség értelmes.

(iii) Legyen ϑ additív halmazfüggvény az A gyűrűn. Mutassuk meg, hogy
τ(A) = π(A) + ν(A) minden A ∈ A-ra.

33. Legyen H tetszőleges síkbeli halmaz, és jelöljük P2(H)-val azon [c1, d1) ×
[c2, d2) téglák halmazát az üres halmazzal együtt, amelyek lezártja része H-nak.
(A P2(H) halmazrendszer félgyűrű a 24. feladat szerint.) Legyen f :H → R
tetszőleges függvény. Defináljuk a µf halmazfüggvényt a következőképpen:

µf (∅)=0 és µf ([c1, d1)×[c2, d2))=f(c1, c2)+f(d1, d2)−f(c1, d2)−f(c2, d1)

minden [c1, d1) × [c2, d2) ∈ P2(H) téglára. Bizonyítsuk be, hogy µf additív a
P2(H) félgyűrűn.

34. Tegyük fel, hogy T = [a1, b1]×[a2, b2] zárt téglalap, és µ véges értékű additív
halmazfüggvény a P2(T ) félgyűrűn. Bizonyítsuk be, hogy van olyan f : T → R
függvény, hogy µ = µf (az előző feladat jelöléseit használva).

35. Legyen T = [a1, b1] × [a2, b2] és f : T → R tetszőleges. Mutassuk meg,
hogy az alábbi állítások ekvivalensek:

(i) µf (A) = 0 minden A ∈ P2(T )-re;

(ii) vannak olyan g : [a1, b1) → R és h : [a2, b2) → R függvények, hogy
f(x, y) = g(x) + h(y) minden (x, y) ∈ T -re.
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Feladatok 19

36. Legyen G ⊂ R2 nyílt halmaz, és legyen f : R2 → R kétszer differenciál-
ható függvény. Bizonyítsuk be, hogy a µf halmazfüggvény akkor és csak akkor

nemnegatív a P2(G) félgyűrűn, ha G minden pontjában
∂2f

∂x∂y
≥ 0.

37. Legyen A ⊂ P (X) félgyűrű, és legyen µ véges értékű additív halmazfügg-
vény A-n.

(i) Bizonyítsuk be, hogy µ kiterjeszthető véges értékű additív halmazfügg-
vényként az A által generáltR gyűrűre, és a kiterjesztés egyértelmű.

(ii) Bizonyítsuk be, hogy µ kiterjeszthető véges értékű additív halmazfügg-
vényként P (X)-re.

38. Legyen H tetszőleges síkbeli halmaz, és legyen µ véges értékű additív hal-
mazfüggvény a P2(H) félgyűrűn. Igaz-e, hogy van olyan f : H → R függvény,
hogy µ = µf? (A µf halmazfüggvényt a 33. feladatban definiáltuk.)

39. LegyenH háló. Bizonyítsuk be, hogy a ϑ : H → R halmazfüggvény akkor és
csak akkor terjeszthető ki aH által generált gyűrűre additív halmazfüggvényként,
ha ϑ(∅) = 0, és

ϑ(A ∩B) + ϑ(A ∪B) = ϑ(A) + ϑ(B) (1)

minden A,B ∈ H-ra.

40. Legyenek ϑ1, ϑ2 . . . végesen additív halmazfüggvények az A gyűrűn. Bizo-
nyítsuk be, hogy ha egyik ϑn sem azonosan nulla, akkor az alábbi állítások közül
legalább az egyik igaz.

(i) Vannak páronként diszjunkt A1, A2, . . . ∈ A halmazok és különböző n1,
n2, . . . indexek úgy, hogy ϑni(Ai) 6= 0 minden i = 1, 2, . . .-re.

(ii) Van olyan A ∈ A halmaz, hogy ϑn(A) 6= 0 végtelen sok n-re.
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4. Borel-halmazok

Definíciók és egyéb tudnivalók

Az A⊂Rp halmaz nyílt, ha minden a∈A-hoz van olyan r>0, hogy B(a, r)⊂A.
Más szóval az A halmaz akkor nyílt, ha előáll nyílt gömbök uniójaként. Az A ⊂
Rp halmaz zárt, ha Rp \A nyílt.

Borel2 tétele azt állítja, hogy ha a korlátos és zárt F ⊂ Rp halmazt nyílt
halmazok egy tetszőleges G rendszere lefedi, akkor G-ből kiválasztható véges sok
olyan halmaz, amelyek szintén lefedik F -et.

Az A ⊂ Rp halmaz Fσ, ha előáll megszámlálhatóan sok zárt halmaz unió-
jaként. Az A ⊂ Rp halmaz Gδ, ha előáll megszámlálhatóan sok nyílt halmaz
metszeteként. Az A ⊂ Rp halmaz Fσδ, ha előáll megszámlálhatóan sok Fσ hal-
maz metszeteként. Az A ⊂ Rp halmaz Gδσ, ha előáll megszámlálhatóan sok Gδ
halmaz uniójaként. A definíciókból nyilvánvaló, hogy (i) nyílt halmazok tetsző-
leges rendszerének az uniója nyílt, (ii) zárt halmazok tetszőleges rendszerének a
metszete zárt, (iii) megszámlálhatóan sok Fσ halmaz uniója Fσ, (iv) megszámlál-
hatóan sok Gδ halmaz metszete Gδ.

Az Rp tér nyílt halmazai rendszere által generált σ-gyűrűt B(Rp)-vel jelöljük.
Mivel B(Rp)-nek van maximális eleme (nevezetesen Rp), ezért B(Rp) valójában
σ-algebra. A B(Rp) halmazrendszer elemeit Borel-halmazoknak nevezzük. Nyil-
vánvaló, hogy minden zárt, nyílt, Fσ, Gδ, Fσδ vagy Gδσ halmaz Borel.

Ha A ⊂ Rp Borel-halmaz, akkor B(Rp)|A helyett B(A)-t fogunk írni. Más
szóval B(A) jelöli a {B ⊂ A : B ∈ B(Rp)} halmazrendszert. Világos, hogy
B(A) σ-algebra minden A ⊂ Rp Borel-halmazra. Könnyen látható, hogy ha G
nyílt, akkor B(G) megegyezik a G által tartalmazott nyílt halmazok rendszere
által generált σ-gyűrűvel.

HaA ⊂ Rp és f : A→ R, akkorCf -fel jelöljük azon x ∈ A pontok halmazát,
amelyekben f folytonos. Az f függvény oszcillációja a B ⊂ A halmazon az

ωf (B) = sup{f(x) : x ∈ B} − inf{f(x) : x ∈ B}

mennyiség (feltéve, hogy a különbség a jobb oldalon értelmes). Az f függvény
oszcillációja az x ∈ B pontban

ωf (x) = lim
r→0+0

ωf (A ∩B(x, r)).

2Émile Borel (1871–1956) francia matematikus.
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Feladatok 21

Ha van olyan δ > 0, hogy f korlátos az A ∩ B(x, δ) halmazon, akkor a fenti
limesz létezik és véges, hiszen ekkor az r 7→ ωf (A∩B(x, r)) függvény monoton
növő a (0, δ) intervallumon. Nyilvánvaló, hogy f akkor és csak akkor folytonos
x-ben, ha ωf (x) = 0.

A pozitív egészekből álló véges sorozatok halmazát Σ-val jelöljük. Feltesszük,
hogy az üres sorozat (melyet ∅-val jelölünk) szintén eleme Σ-nek. Az F ⊂ Σ
halmazt fának nevezzük, ha ∅ ∈ F és minden k ≥ 1 és (n1, . . . , nk) ∈ F ese-
tén (n1, . . . , nk−1) ∈ F. Azt mondjuk, hogy (n1, . . . , nk) végpontja F -nek, ha
(n1, . . . , nk) ∈ F és (n1, . . . , nk, i) /∈ F minden i ∈ N-re. Az F fa jólfundált, ha
nincs olyan végtelen (n1, n2, . . .) sorozat, hogy (n1, . . . , nk) ∈ F minden k-ra.

Feladatok

41. Bizonyítsuk be, hogy

(i) minden Rp-beli nyílt halmaz előáll mint racionális téglák egyesítése, vala-
mint

(ii) minden Rp-beli nyílt halmaz előáll mint racionális gömbök egyesítése.

42. Legyen G ⊂ Rp nyílt. Bizonyítsuk be, hogy

(i) a G által tartalmazott racionális téglák rendszere által generált σ-gyűrű
egyenlő B(G)-vel, valamint

(ii) a G által tartalmazott racionális gömbök rendszere által generált σ-gyűrű
egyenlő B(G)-vel.

43. Bizonyítsuk be, hogy

(i) minden nyílt halmaz Fσ,
(ii) minden zárt halmaz Gδ,

(iii) minden Fσ halmaz Gδσ,
(iv) minden Gδ halmaz Fσδ.

44. Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges (a, b) nyílt intervallumra a Q∩(a, b) halmaz
nem Gδ.

45. Adjunk meg olyan halmazt R-ben, amely

(i) Gδ és nem Fσ,
(ii) Fσ és nem Gδ,

(iii) Gδσ, de nem Fσ, sem pedig Gδ,
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22 4. Borel-halmazok

(iv) Fσδ, de nem Fσ, sem pedig Gδ.

46.

(i) Bizonyítsuk be, hogy bármely f : R→ R függvényre a Cf halmaz Gδ.
(ii) Legyen A ⊂ Rp. Bizonyítsuk be, hogy bármely f : A → R függvényre

Cf = A ∩ U , ahol U egy alkalmas Gδ halmaz.

47. Igaz-e, hogy bármely f : R → R függvényre f folytonossági pontjainak hal-
maza Fσ?

48. JelöljükD(f)-fel azon pontok halmazát, amelyekben az f : R→ R függvény
differenciálható. Bizonyítsuk be, hogy bármely f : R → R függvényre D(f)
Borel-halmaz.

49. Legyen fn : [a, b] → R folytonos minden n-re. Jelöljük A-val azon x ∈ R

pontok halmazát, amelyekre
∞∑
n=1

fn(x) konvergens. Bizonyítsuk be, hogy az A

halmaz Fσδ.

50. Jelöljük An(x)-szel az x = 0, a1a2 . . . tizedestörtben az első n jegy közötti
7-esek számát. (Ha a tizedestört-előállítás nem egyértelmű, akkor vegyük azt az
alakot, amelyben minden jegy 0 valahonnan kezdve.) Bizonyítsuk be, hogy az
A = {x : lim

n→∞
An(x)/n = 1/10} halmaz Borel.

51. Bizonyítsuk be, hogy az előző feladatban szereplő A halmaz Fσδ.

52. Jelöljük A-val a (0, 1) intervallum azon irracionális elemeinek halmazát,
amelyek tizedestört alakja teljesíti a következő feltételt: valahányszor a tizedes-
tört egy jegye prímszám és a következő jegy összetett szám, akkor az azt követő
jegyek között van nyolc egymás utáni jegy, amelyek a 20151028 jegycsoportot
alkotják. Bizonyítsuk be, hogy az A halmaz Borel.

53. Legyen G ⊂ Rp nyílt, és legyen A olyan halmazrendszer, amely tartalmaz-
za a G-beli nyílt gömböket, és amelyre teljesül, hogy A1, A2, . . . ∈ A esetén
∞⋃
n=1

An ∈ A és
∞⋂
n=1

An ∈ A. Bizonyítsuk be, hogy B(G) ⊂ A.

54. LegyenF ⊂ P (Rp) egy zárt halmazokból álló olyan halmazrendszer, amelyre
teljesül, hogy minden A,B ∈ F esetén A ⊂ B vagy B ⊂ A. Bizonyítsuk be,
hogy az

⋃
F halmaz Fσ.

A következő három feladat célja annak bizonyítása, hogy a Borel-halmazok
rendszerének számossága kontinuum. Ugyan erre az állításra létezik egyszerűbb
megoldás, de ahhoz szükség van a kiválasztási axiómára és a jólrendezési tételre,
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Feladatok 23

valamint ezek alkalmazásaként a Borel-halmazok ún. transzfinit osztályozására.
A következő feladatok nem támaszkodnak ezekre az eszközökre.

55. Legyen A az Rp-beli racionális gömbök halmaza, és legyen A1, A2, . . . az
A halmazrendszer egy rögzített sorozatba rendezése. Bizonyítsuk be, hogy ha az
F ⊂ Σ fa jólfundált és legalább két eleme van, akkor létezik egy és csak egy
olyan f : F → B(Rp) leképezés, amelyre

(i) f(n1, . . . , nk) = Ank , valahányszor (n1, . . . , nk) végpontja F -nek,

(ii) f(n1, . . . , nk) =
⋃
{f(n1, . . . , nk, i) : (n1, . . . , nk, i) ∈ F}minden olyan

(n1, . . . , nk) ∈ F -re, amely nem végpontja F -nek és amelyre k páros, to-
vábbá

(iii) f(n1, . . . , nk) =
⋂
{f(n1, . . . , nk, i) : (n1, . . . , nk, i) ∈ F}minden olyan

(n1, . . . , nk) ∈ F -re, amely nem végpontja F -nek és amelyre k páratlan.

56. Bizonyítsuk be, hogy minden B ⊂ Rp Borel-halmazhoz van olyan legalább
kételemű jólfundált F fa és olyan f : F → B(Rp) leképezés, amelyre teljesülnek
az előző feladat feltételei, és B = f(∅).
57. Bizonyítsuk be, hogy az Rp-beli Borel-halmazok rendszerének számossága
kontinuum.
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5. Mértékek és előjeles mértékek

Definíciók és egyéb tudnivalók

A ϑ : A → R halmazfüggvény σ-additív (más szóval előjeles mérték), ha ϑ(∅) =
0, és valahányszor A1, A2, . . . ∈ A páronként diszjunkt halmazok, melyek uni-

ója is A-ban van, akkor ϑ(A1 ∪ A2 ∪ . . .) =
∞∑
n=1

ϑ(An). A definícióba beleér-

tendő, hogy a jobb oldali végtelen sornak van összege. Ezen azt értjük, hogy a
részletösszegek értelmesek, azaz a tagok között nem szerepelhet∞ és−∞mind-

egyike, és hogy a lim
n→∞

n∑
i=1

ϑ(Ai) limesz létezik. Ebből következik, hogy ha a

ϑ(A1 ∪ A2 ∪ . . .) érték véges, akkor a
∞∑
n=1

ϑ(An) végtelen sor abszolút konver-

gens, hiszen a sor minden átrendezésének ugyanannyi az összege.

A µ : A → R halmazfüggvény külső mérték, ha µ(∅) = 0, és valahányszor az

A ∈ A halmazt lefedik az A1, A2, . . . ∈ A halmazok, akkor µ(A) ≤
∞∑
n=1

µ(An).

A definícióból következik, hogy egy külső mérték mindig nemnegatív, hiszen
minden A ∈ A-ra ∅ ⊂ A ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ . . ., és így 0 ≤ µ(A).

A µ : A → R halmazfüggvény mérték, ha nemnegatív és σ-additív.

Könnyű belátni, hogy ha ϑ előjeles mérték azA gyűrűn, akkor π(A), ν(A) és
τ mértékek A-n.

Ismeretes, hogy egy félgyűrűn értelmezett halmazfüggvény akkor és csak ak-
kor mérték, ha additív és külső mérték.

Hahn3 felbontási tétele azt állítja, hogy ha A ⊂ P (X) σ-gyűrű és ϑ előjeles
mérték A-n, akkor van olyan P ⊂ X halmaz, hogy P és X \ P legalább egyike
A-ban van, és minden A ∈ A-ra ϑ(A ∩ P ) ≥ 0 és ϑ(A \ P ) ≤ 0.

Egy egyszerű és gyakran alkalmazott tény a következő. Legyen ϑ elője-
les mérték az A σ-gyűrűn. Ha A1, A2, . . . ∈ A és A1 ⊂ A2 ⊂ . . ., akkor

3Hans Hahn (1879–1934) osztrák matematikus.
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Feladatok 25

ϑ(A1 ∪A2 ∪ . . .) = lim
n→∞

ϑ(An). Bizonyítás:

ϑ(A1 ∪A2 ∪ . . .) = ϑ (A1 ∪ (A2 \A1) ∪ (A3 \A2) ∪ . . .) =

= ϑ(A1) + ϑ(A2 \A1) + ϑ(A3 \A2) + . . . =

= lim
n→∞

(ϑ(A1) + ϑ(A2 \A1) + . . .+ ϑ(An \An−1)) =

= lim
n→∞

ϑ(An).

Ha A1 ⊃ A2 ⊃ . . . és ϑ(A1) véges, akkor ϑ(A1 ∩ A2 ∩ . . .) = lim
n→∞

ϑ(An). Ez

egyszerűen következik az előző állításból, ha azt az A1 \ An halmazokra alkal-
mazzuk.

Legyen µ mérték az A σ-gyűrűn. Egy A ∈ A halmazt atomnak nevezünk (a
µ mértékre nézve), ha µ(A) > 0, és minden B ⊂ A, B ∈ A halmazra µ(B) = 0
vagy µ(A \B) = 0.

Legyen µ mérték az A σ-gyűrűn, és legyen A ∈ A. Azt mondjuk, hogy
egy állítás az A halmaz µ-majdnem minden pontjára igaz vagy A-n µ-majdnem
mindenütt igaz, ha van olyan N ∈ A halmaz, hogy µ(N) = 0, és a szóban forgó
állítás az A \N halmaz minden pontjára igaz. A µ-majdnem mindenütt kifejezés
helyett legtöbbször a µ-m.m. rövidítést fogjuk használni.

Legyen µ külső mérték P (X)-en. Azt mondjuk, hogy az A ⊂ X halmaz
a H ⊂ X halmazt jól vágja ketté, ha µ(H) = µ(H ∩ A) + µ(H \ A). Azt
mondjuk, hogy A mindent jól vág ketté, ha minden H ⊂ X halmazt jól vág
ketté. JelöljükMµ-vel azon A ⊂ X halmazok rendszerét, amelyek mindent jól
vágnak ketté. Carathéodory4 tétele azt állítja, hogy az Mµ halmazrendszer σ-
algebra, amelynek maximális eleme X , és amelyen µ mérték. Azt mondjuk, hogy
az A ⊂ X halmaz mérhető a µ külső mértékre nézve, ha A ∈ Mµ. (Tehát egy
halmaz akkor és csak akkor mérhető µ-re nézve, ha mindent jól vág ketté.)

Legyen µ mérték az A ⊂ P (X) félgyűrűn. Ekkor µ kiterjeszthető P (X)-re
külső mértékként. Valóban, könnyű ellenőrizni, hogy

µ(H) = inf

{∞∑
n=1

µ(An) : An∈A (n = 1, 2, ...), H⊂A1∪A2∪...

}
(H ⊂ X)

(2)
egy külső mértéket definiál P (X)-en, ami A minden elemén megegyezik µ-vel.
(Az utóbbi állítás abból következik, hogy µ külső mértékA-n.) Könnyű ellenőriz-
ni, hogy A elemei mindent jól vágnak ketté, azaz A ⊂ Mµ. Ebből megkaptuk a
mértékkiterjesztési tételt, ami azt állítja, hogy minden, félgyűrűn értelmezett mér-
ték kiterjeszthető mértékként a félgyűrű által generált σ-algebrára. Nem nehéz
belátni, hogy a kiterjesztés egyértelmű a generált σ-algebra minden olyan elemé-
re, amely lefedhető megszámlálhatóan sok véges mértékű félgyűrűbeli halmazzal.

4Constantin Carathéodory (1873–1950) görög matematikus.
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26 5. Mértékek és előjeles mértékek

Az előjeles mértékek kiterjeszthetőségére és a kiterjesztés egyértelműségére néz-
ve lásd a 79. és 80. feladatokat.

Meg lehet mutatni (lásd a 66. feladatot), hogy ha egy A ⊂ X halmaz A
minden elemét jól vágja ketté, akkor A mindent jól vág ketté. Így Mµ elemei
pontosan azok a halmazok, amelyek A elemeit jól vágják ketté.

Legyen I = [a, b] ⊂ R egy nem feltétlenül korlátos zárt intervallum, és legyen
f : I → R. Ha az f függvény monoton növő és balról folytonos az I interval-
lumon, akkor a µf ([c, d)) = f(d) − f(c) ([c, d] ⊂ I) halmazfüggvény mérték a
P1(I) = {[c, d) : [c, d] ⊂ I} ∪ {∅} félgyűrűn. (Lásd a 68. feladatot.) Ez a mér-
ték a (2)-ben definiált módon kiterjeszthető P ([a, b))-re külső mértékként. Ezt a
kiterjesztést szintén µf -fel jelöljük, és az f által generált Lebesgue5–Stieltjes6-
féle külső mértéknek nevezzük. A Carathéodory-tételből és hozzá kapcsolódó
gondolatmenetből következik, hogy µf mérték a P1(I) által generált σ-algebrán,
vagyis [a, b) Borel-halmazainak rendszerén.

Az f : [a, b] → R függvény totális variációja a VF =
n∑
i=1

|f(xi) − f(xi−1)|

számok halmazának szuprémuma, ahol F : a = x0 < x1 < . . . < xn = b
befutja az [a, b] intervallum felosztásainak halmazát. Az f : [a, b] → R függvény
totális variációját V (f ; [a, b])-vel jelöljük. Az f : [a, b] → R függvény korlátos
változású, ha V (f ; [a, b]) <∞.

Feladatok

58. Adjunk példát olyan hálóra és rajta értelmezett olyan mértékre, ami nem külső
mérték.

59. Adjunk példát olyan végesen additív külső mértékre, ami nem mérték (vala-
mely A halmazrendszeren, ami persze nem lehet gyűrű).

60. Legyen A olyan halmazrendszer, amelyre teljesül, hogy ∅ ∈ A és A bármely
két elemének az uniója is A-ban van. Bizonyítsuk be, hogy ha µ végesen additív
külső mérték A-n, akkor µ mérték A-n.

61. Legyen µ mérték az A σ-gyűrűn.

(i) Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges An ∈ A halmazokra

µ
(

lim inf
n→∞

An

)
≤ lim inf

n→∞
µ(An). (3)

(ii) Mutassuk meg, hogy (3)-ban általában nem áll egyenlőség.

5Henri Lebesgue (1875–1941) francia matematikus.
6Thomas Joannes Stieltjes (1856–1894) holland matematikus.
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Feladatok 27

62. Legyen µ mérték az A σ-gyűrűn.

(i) Bizonyítsuk be, hogy ha An ∈ A (n = 1, 2, . . .) és µ(A1 ∪A2 ∪ . . .) <∞,
akkor

µ

(
lim sup
n→∞

An

)
≥ lim sup

n→∞
µ(An). (4)

(ii) Mutassuk meg, hogy a µ(A1 ∪ A2 ∪ . . .) <∞ feltétel nélkül (4) általában
nem igaz.

63. Legyen
∞∑
n=1

an pozitív tagú divergens sor. Mutassuk meg, hogy vannak olyan

In ⊂ [0, 1] intervallumok, hogy |In| ≤ an minden n-re, és lim sup
n→∞

In = [0, 1].

(Ha olyan divergens sort választunk, amelynek a tagjai nullához tartanak, ak-
kor a kapott intervallumsorozatra és µ-nek a Lebesgue-mértéket választva (4) bal
oldala 1, míg a jobb oldala 0. Ezzel beláttuk, hogy (4)-ben általában nem áll
egyenlőség, akkor sem, ha µ(A1 ∪A2 ∪ . . .) <∞.)

64. Legyen µ mérték az A σ-gyűrűn. Mutassuk meg, hogy ha An ∈ A és
∞∑
n=1

µ(An) <∞, akkor µ
(

lim sup
n→∞

An

)
= 0 (vagyis azon pontok, amelyek vég-

telen sok An-nek elemei, nullmértékű halmazt alkotnak). (Ezt az állítást a 184.
feladat állításával együtt Borel–Cantelli-lemmának nevezik.)

65. Legyen µmérték azA σ-gyűrűn. Tegyük fel, hogyAn∈A és
∞∑
n=1

µ(An)=∞.

Igaz-e, hogy lim sup
n→∞

An 6= ∅? És ha azt is feltesszük, hogy µ

( ∞⋃
n=1

An

)
<∞?

66. Legyen µ mérték a P ⊂ P (X) félgyűrűn, és legyen µ a (2)-ben definiált
külső mérték. Bizonyítsuk be, hogy ha egy A ⊂ X halmaz P minden elemét jól
vágja ketté a µ külső mértékre nézve, akkor A mindent jól vág ketté µ-re nézve.

67. Bizonyítsuk be, hogy ha µ mérték P (R)-en, és µ csak a 0 és 1 értékeket veszi
fel, akkor vagy µ ≡ 0, vagy pedig van olyan x ∈ R, hogy µ(H) = 1, ha x ∈ H ,
és µ(H) = 0, ha x /∈ H.
68. Legyen I ⊂ R zárt intervallum, és legyen f : I → R. Bizonyítsuk be, hogy
a µf ([a, b)) = f(b) − f(a) ([a, b] ⊂ I) halmazfüggvény akkor és csak akkor
mérték a P1(I) = {[a, b) : [a, b] ⊂ I} ∪ {∅} félgyűrűn, ha f monoton növő és
balról folytonos. Mikor lesz µf külső mérték P1(I)-n?

69. Legyen f(x) = 0, ha x ≤ 0, és f(x) = 1, ha x > 0. Mi az f által generált µf
Lebesgue–Stieltjes-mérték R-en?

70. Legyen f : [a, b] → R monoton növő és balról folytonos. Bizonyítsuk be,
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28 5. Mértékek és előjeles mértékek

hogy aH ⊂ [a, b) halmaz akkor és csak akkor mérhető a µf külső mértékre nézve,
ha előáll mint egy Borel-halmaz és egy µf szerint nullmértékű halmaz uniója.

71. Legyen I ⊂ R korlátos zárt intervallum, és legyen f : I → R. Tekintsük az
alábbi állításokat.

(i) Az f függvény balról folytonos és korlátos változású.

(ii) A ϑf ([a, b)) = f(b)− f(a) ([a, b] ⊂ I) halmazfüggvény előjeles mérték a
P1(I) = {[a, b) : [a, b] ⊂ I} ∪ {∅} félgyűrűn.

(iii) Az f függvény balról folytonos.

Bizonyítsuk be, hogy (i)=⇒(ii)=⇒(iii). Azt is mutassuk meg, hogy egyik nyíl
sem fordítható meg.

72. Legyen I ⊂ R korlátos zárt intervallum, és legyen f : I → R. Bizonyítsuk
be, hogy az alábbi állítások ekvivalensek.

(i) A ϑf ([a, b)) = f(b)− f(a) ([a, b] ⊂ I) halmazfüggvény előjeles mérték a
P1(I) = {[a, b) : [a, b] ⊂ I} ∪ {∅} félgyűrűn.

(ii) Az f függvény balról folytonos, és minden xn ∈ I szigorúan monoton növő

sorozatra
∞∑
n=1

|f(xn+1)− f(xn)| <∞.

(iii) Az f függvény balról folytonos, és minden min I < x ≤ max I-hez van
olyan δ > 0, hogy f korlátos változású [x− δ, x]-ben.

73. Legyen ϑ előjeles mérték az A σ-gyűrűn. Mutassuk meg, hogy ϑ pozitív
és negatív része, illetve totális variációja (vagyis a π, ν, τ halmazfüggvények)
mindegyike mérték A-n.

74. Legyenek ϑ és ξ előjeles mértékek a B(Rp) σ-algebrán. Bizonyítsuk be, hogy
ha ϑ(T ) = ξ(T ) ∈ R minden T ⊂ Rp téglára, akkor ϑ(A) = ξ(A) minden A
Borel-halmazra.

Igaz marad-e az állítás, ha csak azt tesszük fel, hogy ϑ(T ) = ξ(T ) minden T
téglára?

75. Legyen G ⊂ Rp nyílt, és legyen µ véges mérték G Borel-részhalmazainak
B(G) σ-algebráján. Bizonyítsuk be, hogy minden A ∈ B(G) halmazra µ(A) =
sup{µ(F ) : F ⊂ G zárt} és µ(A) = inf{µ(U) : A ⊂ U ⊂ G nyílt}.

76. Legyen ϑ előjeles mérték az A σ-gyűrűn. Bizonyítsuk be, hogy

(i) ϑ-nak van legkisebb és van legnagyobb értéke A-n, valamint

(ii) ϑ alulról vagy felülről korlátos A-n.
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Feladatok 29

77. Legyen ϑ véges értékű előjeles mérték az A σ-gyűrűn. Bizonyítsuk be, hogy
van olyan A ∈ A, hogy ϑ(B) = 0 minden B ∈ A, B ∩A = ∅ halmazra.

78. Adjunk példát olyan A ⊂ P (X) gyűrűre és rajta értelmezett előjeles mérték-
re, amely kiterjeszthető P (X)-re additívan, de nem terjeszthető ki semmilyenA-t
tartalmazó σ-gyűrűre σ-additívan.

79. Bizonyítsuk be, hogy egy A gyűrűn értelmezett ϑ előjeles mértéket akkor és
csak akkor lehet előjeles mértékként kiterjeszteni az A által generált σ-gyűrűre,
ha ϑ alulról vagy felülről korlátos.

80. Tegyük fel, hogy az A gyűrűn értelmezett ϑ előjeles mérték kiterjeszthető
előjeles mértékként az A által generált σ-gyűrűre. Mutassuk meg, hogy a ki-
terjesztés egyértelmű a generált σ-gyűrű minden olyan elemére, amely lefedhető
megszámlálhatóan sok véges ϑ-mértékű A-beli halmazzal.

81. Igaz-e, hogy egy A σ-algebrán értelmezett véges értékű mérték mindig ki-
terjeszthető mértékként (esetleg előjeles mértékként) minden, A-t tartalmazó σ-
algebrára?

82. Legyen
∞∑
n=1

un abszolút konvergens sor, és legyenek x1, x2, . . . ∈ [a, b) tet-

szőleges számok. Minden x ∈ [0, 1]-re legyen f(x) azon un számok összege,
amelyek n indexére teljesül xn < x. Mutassuk meg, hogy f balról folytonos és
korlátos változású [a, b]-ben. Így a 71. feladat állítása szerint ϑf előjeles mérték
P1([a, b])-n. Bizonyítsuk be, hogy ϑf kiterjeszhető az [a, b) intervallum Borel-
halmazainak σ-algebrájára előjeles mértékként, és írjuk le minél egyszerűbben ezt
az előjeles mértéket.

83. Legyen µ mérték az A σ-gyűrűn, és tegyük fel, hogy minden B ∈ A-ra, ha
µ(B) > 0, akkor van olyan A ∈ A, A ⊂ B halmaz, hogy 0 < µ(A) < µ(B).
Bizonyítsuk be, hogy a µ mérték értékkészlete intervallum.

84. Legyen µ véges mérték az A σ-gyűrűn. Bizonyítsuk be, hogy a µ mérték
értékkészlete zárt halmaz. Igaz-e az állítás tetszőleges mértékre?

85. Legyenek µ1, µ2, . . . mértékek az A σ-gyűrűn. Bizonyítsuk be, hogy ha a
véges lim

n→∞
µn(A) = µ(A) határérték létezik mindenA ∈ A-ra, akkor µ is mérték

A-n. Mutassuk meg, hogy µ végességének feltétele nem hagyható el.

86. Legyen µmérték azA σ-gyűrűn. Azt mondjuk, hogy azAn ∈ A halmazsoro-
zat majdnem konvergál az A ∈ A halmazhoz, ha az alábbi feltételek bármelyike
teljesül:

(i) χAn → χA µ-m.m.;
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30 5. Mértékek és előjeles mértékek

(ii) az A, lim sup
n→∞

An és lim inf
n→∞

An halmazok csak nullmértékű halmazban tér-

nek el egymástól.

Mutassuk meg, hogy az (i) és (ii) feltételek ekvivalensek egymással.

87. Legyen µ mérték az A σ-gyűrűn, és jelöljük A<∞-vel azon A ∈ A halma-
zok gyűrűjét, amelyekre µ(A) < ∞. Az A,B ∈ A<∞ halmazokat tekintsük
azonosnak, ha µ(A∆B) = 0. Definiáljuk az A,B ∈ A<∞ halmazok távolságát
a d(A,B) = µ(A∆B) képlettel. Mutassuk meg, hogy (A<∞, d) teljes metrikus
tér.

88. Az előző (87.) feladat jelöléseit használjuk. Legyen An ∈ A<∞ egy halmaz-
sorozat, és legyen A ∈ A<∞. Melyik állításból következik a másik?

(i) Az An halmazsorozat konvergál az A halmazhoz a (A<∞, d) metrikus tér-
ben.

(ii) Az An halmazsorozat majdnem konvergál az A halmazhoz.

89. A 86. és 87. feladatok jelöléseit és fogalmait használjuk. Legyen An ∈ A<∞

olyan halmazsorozat, amelyre µ

( ∞⋃
n=1

An

)
< ∞. Mutassuk meg, hogy ha An

majdnem konvergál az A halmazhoz, akkor An → A a (A<∞, d) metrikus tér-
ben.

90. Az 87. feladat jelöléseit használjuk. Mutassuk meg, hogy ha An ∈ A<∞ és
∞∑
n=1

d(An, An+1) < ∞, akkor az An sorozat majdnem konvergál egy A ∈ A<∞

halmazhoz.

91. Legyenek ϑ1, ϑ2 . . . előjeles mértékek az A σ-gyűrűn. Bizonyítsuk be, hogy
ha egyik ϑn sem azonosan nulla, akkor van olyanA ∈ A halmaz, hogy ϑn(A) 6= 0
végtelen sok n-re.

92. Legyen A ⊂ P (X) σ-gyűrű, és tekintsük a 25. feladatban definiált vektorte-
ret. Legyen H az L(A) vektortér egy bázisa. Tetszőleges h ∈ H-hoz definiálunk
egy ϑh additív halmazfüggvényt. Ha A ∈ A, akkor χA ∈ L(A), és így χA
előáll mint a H bázis véges sok elemének a lineáris kombinációja, és az előál-
lítás nulla együtthatójú tagoktól eltekintve egyértelmű. Jelöljük ϑh(A)-val a h
báziselem együtthatóját ebben az előállításban. Ha A,B ∈ A diszjunktak, akkor
χA∪B = χA + χB , amiből világos, hogy ϑh(A ∪B) = ϑh(A) + ϑh(B).

Ezzel beláttuk, hogy a ϑh halmazfüggvény additív A-n minden h ∈ H-ra.
Bizonyítsuk be, hogy a ϑh halmazfüggvény csak véges sok h ∈ H-ra lehet σ-
additív (Christensen7 tétele).

7Jens Peter Reus Christensen dán matematikus.
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6. Lebesgue-mérték

Definíciók és egyéb tudnivalók

Ha A = [a1, b1) × . . . × [ap, bp) ∈ Pp, akkor A térfogata t(A) =

p∏
i=1

(bi − ai).

Legyen továbbá t(∅) = 0. Egy korlátos H ⊂ Rp halmaz Jordan-féle külső mérté-
ke

k(H) = inf

{
n∑
i=1

t(Ri) : H ⊂ R1 ∪ . . . ∪Rn, Ri ∈ Pp
}
.

A H ⊂ Rp halmaz Jordan-féle belső mértéke, amelyet b(H)-val jelölünk, azon
n∑
i=1

t(Ri) számok halmazának szuprémuma, ahol R1, . . . , Rn ∈ Pp tetszőle-

ges H által tartalmazott és páronként egymásba nem nyúló téglák. Ha H nem
tartalmaz téglát, akkor definíció szerint legyen b(H) = 0. A H ⊂ Rp kor-
látos halmaz Jordan-mérhető, ha b(H) = k(H), és ekkor H Jordan-mértéke
t(H) = b(H) = k(H).

A Pp halmazrendszer félgyűrű (lásd a 24. feladatot). A t halmazfüggvény
mérték a Pp félgyűrűn. Ez abból következik, hogy t additív (ez könnyen ellen-
őrizhető), és külső mérték. Az utóbbi állítás a 68. feladat megoldásának a gondo-
latmenetével bizonyítható, felhasználva a Borel-féle lefedési tételt. Legyen

λ(H) = inf

{ ∞∑
n=1

t(An) : An ∈ Pp (n = 1, 2, . . .), H ⊂ A1 ∪A2 ∪ . . .

}

minden H ⊂ Rp halmazra. Ekkor λ külső mérték P (Rp)-n, és kiterjeszté-
se t-nek. A λ halmazfüggvényt a Lebesgue-féle külső mértéknek nevezzük. A
Carathéodory-tétel szerint azMλ halmazrendszer σ-algebra, amelyen λ mérték.
AzMλ halmazrendszer elemeit Lebesgue-mérhető halmazoknak nevezzük, és L-
lel vagy Lp-vel jelöljük. A konstrukcióból következik, hogy Pp elemei Lebesgue-
mérhetőek, azaz Pp ⊂ Lp. Mivel a Pp halmazrendszer által generált σ-gyűrű
B(Rp) (lásd a 42. feladatot), ezért B(Rp) ⊂ Lp, azaz minden Borel-halmaz
Lebesgue-mérhető.

Ha p = 1, akkor a Lebesgue-mérték nem más, mint az f(x) = x függvény
által generált Lebesgue–Stieltjes-mérték az I = R intervallumon.

Az Rp-beli halmazok esetében immár háromféle mérhetőségről is beszélhe-
tünk: egy halmaz lehet Borel-mérhető, Jordan-mérhető vagy Lebesgue-mérhető.
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32 6. Lebesgue-mérték

A továbbiakban a Borel-mérhető és Jordan-mérhető jelzőket mindig kiírjuk, de
Lebesgue-mérhető helyett gyakran csak mérhetőt fogunk írni.

Minden p-re vannak nem Lebesgue-mérhető halmazok Rp-ben; sőt, bármely
pozitív külső mértékű halmaz tartalmaz nem-mérhető halmazt (lásd a 135. felada-
tot).

Feladatok

93. Bizonyítsuk be, hogy ha M1,M2, . . . páronként diszjunkt Lebesgue-mérhető

halmazok Rp-ben és M = M1 ∪M2 ∪ . . ., akkor λ(H ∩M) =
∞∑
i=1

λ(H ∩Mi)

bármely H ⊂ Rp halmazra.

94. Bizonyítsuk be, hogy ha A ⊂ Rp korlátos és zárt, akkor k(A) = λ(A).

95. Bizonyítsuk be, hogy a korlátos A ⊂ Rp halmaz akkor és csak akkor Jor-
dan-mérhető, ha bármely H ⊂ Rp korlátos halmazt jól vág ketté, azaz k(H) =
k(H ∩A) + k(H \A).

96. Mutassuk meg, hogy

λ(H) = inf{λ(G) : H ⊂ G, G nyílt} =

= inf{λ(A) : H ⊂ A, A ∈ L} =

= min{λ(A) : H ⊂ A, A ∈ L}

minden H ⊂ Rp-re.

97. Legyen
λ(H) = sup{λ(A) : A ⊂ H, A ∈ L}

minden H ∈ Rp-re. Mutassuk meg, hogy

λ(H) = max{λ(A) : A ⊂ H, A ∈ L}

minden H ∈ Rp-re.

98. Legyen E ⊂ Rp véges mértékű mérhető halmaz. Mutassuk meg, hogy

λ(H) = λ(E)− λ(E \H)

minden H ⊂ E-re.

99. Bizonyítsuk be, hogy b(H) ≤ λ(H) ≤ λ(H) ≤ k(H) minden korlátos H ⊂
Rp halmazra.

100. Bizonyítsuk be, hogy egy korlátos H ⊂ Rp halmaz akkor és csak akkor
Lebesgue-mérhető, ha λ(H) = λ(H).

101. Bizonyítsuk be a következő állításokat:

www.interkonyv.hu Hungarian Edition © Typotex

© Laczkovich Miklós



i
i

“MertekFeladatok_0706” — 2018/7/6 — 10:23 — page 33 — #33 i
i

i
i

i
i

Feladatok 33

(i) Minden Lebesgue-mérhető A ∈ Rp halmazhoz és minden ε > 0-hoz van
olyan F zárt halmaz és olyan G nyílt halmaz, hogy F ⊂ A ⊂ G és
λ(G \ F ) < ε.

(ii) Minden Lebesgue-mérhető A ∈ Rp halmazhoz van olyan U Fσ halmaz és
olyan V Gδ halmaz, hogy U ⊂ A ⊂ V és λ(V \ U) = 0.

102. Bizonyítsuk be, hogy ha H1 ⊂ H2 ⊂ . . . ⊂ Rp és H = H1 ∪ H2 ∪ . . .,
akkor λ(H) = lim

n→∞
λ(Hn).

103.

(i) Tetszőleges ε > 0-ra adjunk meg olyan sűrű nyílt halmazt R-ben, amelyre
λ(G) < ε.

(ii) Adjunk példát olyan korlátos nyílt G ⊂ R halmazra, amelyre λ(G) <
k(G).

(iii) Adjunk meg olyan korlátos zárt F ⊂ R halmazt, amelyre intF = ∅, de
λ(F ) > 0.

104. Bizonyítsuk be, hogy A ⊂ Rp akkor és csak akkor Lebesgue-mérhető, ha
minden [a1, b1]× . . .× [ap, bp] alakú téglát jól vág ketté.

105. Az előző feladat szerint egy A ⊂ R halmaz akkor és csak akkor Lebesgue-
mérhető, ha minden intervallumot jól vág ketté. Tegyük fel, hogy az A ⊂ R hal-
maz minden 1 hosszúságú intervallumot jól vág ketté. Igaz-e, hogy A Lebesgue-
mérhető?

106. Legyen 0 < c < 1 adott. Konstruáljunk olyanA1, A2, . . . ⊂ [0, 1] Lebesgue-
mérhető halmazokat, melyekre λ(Ai) = cminden i-re és λ(Ai∩Aj) < c2 minden
i 6= j-re.

107. Bizonyítsuk be, hogy ha H ⊂ R nullmértékű, akkor beletolható az irracio-
nális számokba, azaz van c ∈ R úgy, hogy h+ c irracionális minden h ∈ H-ra.

108. Bizonyítsuk be, hogy azon x ∈ R számok halmaza, melyekre végtelen sok
p/q racionális számra teljesül |x− (p/q)| < 1/q3, nullmértékű.

109. Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges f : [a, b] → R függvényre az {f(x) : x ∈
[a, b], f ′(x) = 0} halmaz nullmértékű.

110. Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges f : [a, b] → R függvényre az M = {x ∈
[a, b] : f ′(x) =∞} halmaz nullmértékű.

111. Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges f : [a, b] → R függvényre az N = {x ∈
[a, b] : lim

y→x
f(y) =∞} halmaz nullmértékű.

112. Legyen f : [a, b] → R korlátos. Bizonyítsuk be, hogy f akkor és csak
akkor Riemann-integrálható [a, b]-n, ha f szakadási pontjainak halmaza Lebesgue
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34 6. Lebesgue-mérték

szerint nullmértékű (Lebesgue tétele).

113. Bizonyítsuk be, hogy tetszőlegesH ⊂ [0, 1] halmazhoz van olyan c ∈ [0, 1],
hogy λ(H ∩ [0, c]) = λ(H)/2.

114. Bizonyítsuk be, hogy ha H ⊂ R Lebesgue-mérhető és pozitív mértékű, ak-
kor van olyan f : R → R Lipschitz-függvény, amely H-t egy nem-elfajuló inter-
vallumra képezi.

115. Bizonyítsuk be, hogy ha az A,B ⊂ Rp diszjunkt halmazok legalább egyike
mérhető, akkor λ(X ∪ Y ) = λ(X) + λ(Y ) minden X ⊂ A-ra és Y ⊂ B-re.

116. Bizonyítsuk be, hogy ha az X,Y ∈ Rp halmazok távolsága pozitív, akkor
λ(X ∪ Y ) = λ(X) + λ(Y ).

117. Bizonyítsuk be, hogy ha az A,B ⊂ Rp halmazok legalább egyike mérhető,
akkor λ(A) + λ(B) = λ(A ∩B) + λ(A ∪B).

118. Bizonyítsuk be, hogy ha A ⊂ B ⊂ Rp és λ(A) = λ(B) < ∞, akkor
minden mérhető C halmazra λ(A ∩ C) = λ(B ∩ C).

119. Lássuk be, hogy mindenH ⊂ Rp-hez van olyanAmérhető halmaz, amelyre
H ⊂ A, és λ(H ∩ B) = λ(A ∩ B) minden mérhető B halmazra. (Az ilyen A
halmazokat H mérhető burkának nevezzük.)

120. Bizonyítsuk be, hogy az A halmaz akkor és csak akkor mérhető burka H-
nak, ha mérhető, tartalmazzaH-t, ésA\H nem tartalmaz pozitív mértékű mérhető
halmazt.

121. Bizonyítsuk be, hogy ha A mérhető burka H-nak és B mérhető burka K-
nak, akkor A ∪B mérhető burka H ∪K-nak.

122. Bizonyítsuk be, hogy ha H,K ⊂ Rp, H ∩K = ∅ és λ(H ∪K) = λ(H) +
λ(K) <∞, akkor van olyan mérhető A halmaz, amelyre H ⊂ A és A∩K = ∅.
123. Bizonyítsuk be, hogy ha A ⊂ Rp Lebesgue-mérhető és λ(A) < ∞, ak-
kor minden ε > 0-ra van olyan E halmaz, amely véges sok tégla uniója, és
λ(A∆E) < ε.

124. Legyen µ véges mérték R Borel-halmazain. Bizonyítsuk be, hogy minden
A ⊂ R Borel-halmazhoz és minden ε > 0-hoz van olyan E halmaz, amely véges
sok intervallum uniója, és µ(A∆E) < ε.

125. Bizonyítsuk be, hogy haA ⊂ R és λ(A) > 0, akkor van olyan I intervallum,
amelyre λ(I ∩A) > 0,99 · |I|.
126. Bizonyítsuk be, hogy ha A,B ⊂ R és λ(A) > 0, λ(B) > 0, akkor van-
nak azonos hosszúságú I, J intervallumok, melyekre λ(I ∩ A) > 0,99 · |I| és
λ(J ∩B) > 0,99 · |J |.
127. Bizonyítandó, hogy ha A,B ⊂ R pozitív külső mértékű halmazok, melyek
közül legalább az egyik mérhető, akkor az A − B = {x − y : x ∈ A, y ∈ B}
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Feladatok 35

halmaz tartalmaz nem-elfajuló szakaszt (Steinhaus8 tétele).

128. Bizonyítsuk be, hogy ha A ⊂ Rp Lebesgue-mérhető és λ(A) < ∞, akkor
vannak An ⊂ Rp halmazok a következő tulajdonságokkal:

(i) mindegyik An véges sok tégla uniója;

(ii) az An halmazsorozat majdnem konvergál az A halmazhoz;

(iii) az An halmazsorozat konvergál az A halmazhoz a (L<∞, d) metrikus tér-
ben, ahol L<∞ jelöli a véges Lebesgue-mértékű és mérhető A ⊂ Rp hal-
mazok rendszerét, és d(A,B) = λ(A∆B) minden A,B ∈ L<∞-re.

129. Legyen A ⊂ R Lebesgue-mérhető, és tegyük fel, hogy minden x ∈ A és
r ∈ Q esetén x+ r ∈ A. Bizonyítsuk be, hogy ekkor λ(A) = 0 vagy λ(R \A) =
0.

130. Bizonyítandó, hogy haA ⊂ R Lebesgue-mérhető és λ(A) > 0, akkor majd-
nem minden valós szám előáll a+ r alakban, ahol a ∈ A és r racionális. (Vagyis
azon számok halmaza, amelyek nem állnak elő ilyen alakban, nullmértékű.)

131. Legyen A ⊂ [0, 1] Lebesgue-mérhető, és tegyük fel, hogy ha az x, y ∈ [0, 1]
számok tizedesjegyei megegyeznek valahonnan kezdve, akkor x és y egyszer-
re eleme vagy nem eleme A-nak. Bizonyítsuk be, hogy ekkor λ(A) = 0 vagy
λ(A) = 1. (Ez az ún. 0− 1-törvény.)

132. Legyen ϑ olyan eltolás-invariáns előjeles mérték Rp Borel részhalmazain,
amelyre ϑ([0, 1]p) véges. Bizonyítsuk be, hogy ϑ a Lebesgue-mérték konstans-
szorosa.

133. Adjunk meg minél több olyan mértéket P (R)-en, amely eltolás-invariáns.

134. Legyen ϑ eltolás-invariáns előjeles mérték P (R)-en, és tegyük fel, hogy van
olyan nemüres G nyílt halmaz, amelyre ϑ(G) véges. Mutassuk meg, hogy ekkor
ϑ azonosan nulla (Vitali9 tétele).

135. Bizonyítandó, hogy ha A ⊂ R és λ(A) > 0, akkor A tartalmaz nem
Lebesgue-mérhető halmazt.

136. A 117. feladatban láttuk, hogy ha az A,B ⊂ Rp halmazok legalább egyike
mérhető, akkor λ(A) + λ(B) = λ(A ∩B) + λ(A ∪B). Igaz-e, hogy

(i) λ(H ∪K) + λ(H ∩K) ≥ λ(H) + λ(K) minden H,K ⊂ Rp-re?

(ii) λ(H ∪K) + λ(H ∩K) ≤ λ(H) + λ(K) minden H,K ⊂ Rp-re?

8Hugo Steinhaus (1887–1972) lengyel matematikus.
9Giuseppe Vitali (1875-–1932) olasz matematikus.
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36 6. Lebesgue-mérték

137. Jelölje L<∞ a véges mértékű Lebesgue-mérhető halmazok rendszerét Rp-
ben. Az A,B ∈ L<∞ halmazokat tekintsük azonosnak, ha λ(A∆B) = 0. Defi-
niáljuk az A,B ∈ A<∞ halmazok távolságát a d(A,B) = λ(A∆B) képlettel. A
87. feladatban beláttuk, hogy (L<∞, d) teljes metrikus tér.

Mutassuk meg, hogy a (L<∞, d) metrikus tér szeparábilis.
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7. Mérhető függvények

Definíciók és egyéb tudnivalók

Ha f : A→ R és c ∈ R akkorA(f < c)-vel fogjuk jelölni az {x ∈ X : f(x) < c}
halmazt. Hasonlóan definiáljuk az A(f > c), A(f ≥ c), A(f ≤ c), A(f = c)
halmazokat.

Ha adott egy A σ-gyűrű, akkor A elemeit mérhető halmazoknak nevezzük.
Legyen A ∈ A. Azt mondjuk, hogy az f : A → R függvény mérhető (az A σ-
gyűrűre nézve), ha A(f < c) ∈ A minden c ∈ R-re. Könnyű ellenőrizni, hogy ha
f mérhető A-n, akkor az A(f > c), A(f ≥ c), A(f ≤ c), A(f = c) halmazok
mindegyike mérhető minden c ∈ R-re. Az is könnyen látható, hogy ha f és g
mérhető A-n, akkor az A(f < g) = {x ∈ A : f(x) < g(x)} halmaz mérhető. Ez
a halmaz ui. egyenlő az A(f < r)∩A(g > r) halmazok uniójával, ahol r befutja
a racionális számokat. Ebből következik, hogy ha f és g mérhető A-n, akkor az
A(f ≤ g), A(f = g), A(f 6= g) halmazok mindegyike mérhető.

Meg lehet mutatni, hogy ha f, g : A → R mérhető függvények, akkor a B =
{x ∈ A : f(x)+g(x) értelmes} halmaz mérhető, és f+g mérhető aB halmazon.
Hasonló állítás igaz két mérhető függvény szorzatára és hányadosára is.

Nem nehéz belátni, hogy ha f : A→ R mérhető, akkor f+, f−, |f | is mérhetőek;
ha f, g : A → R mérhetőek, akkor max(f, g) és min(f, g) úgyszintén. Továbbá,
ha fn : A→ R (n = 1, 2, . . .) mérhetőek, akkor sup

n
{fn}, inf

n
{fn}, lim sup

n→∞
fn és

lim inf
n→∞

fn ugyancsak mérhetőek.

Legyen µ mérték az A σ-gyűrűn, legyenek f1, f2, . . . az A halmazon értelmezett
véges értékű mérhető függvények, és tegyük fel, hogy fn → f pontonként A-n,
ahol f is véges értékű. Jegorov10 tétele azt állítja, hogy ha µ(A) < ∞, akkor
minden ε > 0-ra van olyan B ⊂ A, B ∈ A halmaz, hogy µ(A \ B) < ε, és az
fn → f konvergencia a B halmazon egyenletes.

Legyen A ∈ A. Az s : A → R függvényt egyszerű függvénynek nevezzük, ha
vannak olyan A1, . . . , An mérhető halmazok, hogy A = A1 ∪ . . . ∪ An, és s
mindegyik Ai halmazon konstans.

Legyen A ⊂ R és f : A → R. Ha x ∈ A és x az A halmaz jobb oldali
torlódási pontja, akkor az f függvény x pontbeli jobb oldali Dini11-deriváltjait a
következőképpen értelmezzük.

10Dmitrij Fjedorovics Jegorov (1869–1930) orosz matematikus.
11Ulisse Dini (1845–1918) olasz matematikus.
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38 7. Mérhető függvények

D+f(x) = lim sup
y→x+0

f(y)− f(x)

y − x
, D+f(x) = lim inf

y→x+0

f(y)− f(x)

y − x
.

Ha x az A halmaz bal oldali torlódási pontja, akkor az f függvény x pontbeli bal
oldali Dini-deriváltjai

D−f(x) = lim sup
y→x−0

f(y)− f(x)

y − x
, D−f(x) = lim inf

y→x−0

f(y)− f(x)

y − x
.

Tetszőleges A ⊂ R halmazra és f : A → R függvényre az f Dini-deriváltjai A
minden pontjában értelmezve vannak, kivéve legfeljebb megszámlálhatóan sok
pontot. Ugyanis bármely A ⊂ R halmaznak legfeljebb megszámlálhatóan sok
olyan pontja lehet, amely nem kétoldali torlódási pont.

Ezt így láthatjuk be. Jelöljük I+-szal azon x ∈ A pontok halmazát, amelyek
nem jobb oldali torlódási pontok. Minden x ∈ I+ ponthoz rendeljünk hozzá egy
olyan r > x racionális számot, amelyre (x, r) ∩ A = ∅. Különböző I+-beli pon-
tokhoz különböző racionális számot rendeltünk, mert ha az x, y ∈ I+ pontokhoz
ugyanazt az r-et rendeltük, akkor x < y esetén (x, r) ∩ A nem lenne üres, mert
tartalmazná y-t, y < x esetén pedig (y, r)∩A nem lenne üres, mert tartalmazná x-
et. Így x 6= y lehetetlen. Ebből nyilvánvaló, hogy I+ megszámlálható. Ugyanígy
bizonyítható, hogy A-nak megszámlálhatóan sok pont kivételével minden pontja
bal oldali torlódási pont.

Feladatok

138. Legyen A σ-gyűrű és A ∈ A. Lássuk be, hogy egy f : A → R függvény
akkor és csak akkor mérhető, ha f−1(B) ∈ A minden B ⊂ R Borel-halmazra.

139. Legyen A σ-gyűrű, és legyen A ∈ A. Lássuk be, hogy egy s : A → R
függvény akkor és csak akkor egyszerű, ha mérhető és az értékkészlete véges.

140. Legyen A σ-gyűrű, legyen A ∈ A, és legyenek fn : A → R (n = 1, 2, . . .)
mérhető függvények. Bizonyítsuk be, hogy azon x ∈ A pontok halmaza, ame-
lyekre az fn(x) számsorozat monoton, eleme A-nak.

141. Legyen A σ-gyűrű, legyen A ∈ A, és legyenek fn : A → R mérhető
függvények (n = 1, 2, . . .). Legyen B azon x ∈ A pontok halmaza, amelyekre
teljesül, hogy ha p prím és fp(x) racionális, akkor fp2(x) irracionális. Bizonyítsuk
be, hogy B ∈ A.
142. Mutassunk példát olyan A σ-gyűrűre, A ∈ A halmazra és fi : A → R
(i ∈ I) mérhető függvényekre, melyekre sup

i
fi nem mérhető. (Persze az I in-

dexhalmaz nem lehet megszámlálható.)

143. Legyen µ mérték az A σ-gyűrűn. Legyen továbbá A ∈ A és µ(A) > 0.
Lássuk be, hogy az A halmaz akkor és csak akkor atom (a µ mértékre nézve), ha
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Feladatok 39

minden mérhető f : A→ R függvény majdnem konstans A-n, azaz ha van olyan
c ∈ R, hogy µ(A(f 6= c)) = 0.

144. Legyen µ mérték az A σ-gyűrűn, és legyen A ∈ A. Mutassuk meg, hogy

(i) ha az f : A → R függvény korlátos és mérhető, akkor egyenletesen meg-
közelíthető egyszerű függvényekkel;

(ii) ha µ(A) < ∞ és az f : A → R függvény mérhető, akkor minden ε > 0-ra
van olyan s : A→ R egyszerű függvény, hogy µ(A(|f − s| > ε)) < ε.

145. Legyen µ mérték azA σ-gyűrűn, és legyen A ∈ A, µ(A) <∞. Ha f véges
értékű mérhető függvény A-n, akkor legyen F (t) = µ(A(f < t)) minden t ∈ R-
re. (Ez az f függvény eloszlásfüggvénye.) Bizonyítsuk be, hogy F monoton növő
és balról folytonos R-en, lim

t→−∞
F (t) = 0, és lim

t→∞
F (t) = µ(A). Mikor lesz F

jobbról folytonos egy x0 pontban?

146. Legyen µ mérték az A σ-gyűrűn, és legyen A ∈ A. Bizonyítsuk be, hogy
ha fn, f : A→ R mérhető függvények és µ(A(|fn−f | > 1/n)) < 1/n2 minden
n = 1, 2, . . .-re, akkor fn → f µ-majdnem mindenütt A-n.

147. Mutassuk meg, hogy a µ(A(|fn − f | > 1/n2)) < 1/n feltételből ez nem
következik.

148. Konstruáljunk olyan fn : [0, 1] → R folytonos függvényeket, amelyekre
fn → 0 pontonként [0, 1]-en, de nincs olyan nullmértékű N ⊂ [0, 1] halmaz,
amelyre az fn → 0 konvergencia egyenletes volna [0, 1]\N -en. (Tehát a Jegorov-
tételben a kivételes halmazt nem választhatjuk nullmértékűnek.)

149. Legyen µmérték azA σ-gyűrűn, és legyenA ∈ A σ-véges mértékű halmaz.
(Ezen azt értjük, hogy A lefedhető megszámlálhatóan sok véges µ-mértékű hal-
mazzal.) Tegyük fel, hogy fn véges értékű, mérhető A-n minden n-re, és a véges
lim
n→∞

fn(x) = f(x) létezik µ-majdnem minden x ∈ A-ra. Bizonyítsuk be, hogy

ekkor A = N ∪
∞⋃
i=1

Ci, ahol µ(N) = 0, és az fn → f konvergencia egyenletes

mindegyik Ci-n.

150. Mutassuk meg, hogy az előző feladatban az A halmaz σ-végességének fel-
tétele nem hagyható el.

151. LegyenA ⊂ R Borel-mérhető. Bizonyítandó, hogy minden monoton f : A→
R függvény Borel-mérhető.

152. Legyen A ⊂ Rp Borel-mérhető. Bizonyítandó, hogy minden folytonos
f : A→ R függvény Borel-mérhető.

153. Definiáljuk az f : [0, 1] → [0, 1] függvényt a következőképpen. Ha x =
0, a1a2 . . . az x ∈ [0, 1] szám 10-es számrendszerbeli felírása, amelyben végtelen
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40 7. Mérhető függvények

sok jegy különbözik 9-től, akkor legyen

f(x) = lim sup
n→∞

An
n
,

ahol An jelöli a 7-esek számát az első n jegy között. Lássuk be, hogy f Borel-
mérhető.

154. Konstruáljunk olyan g : [0, 1] → R Borel-mérhető függvényt, amely [0, 1]
minden részintervallumában felvesz minden értéket.

155. Jelölje Fb az Rp Borel-részhalmazain értelmezett és Borel-mérhető függvé-
nyek halmazát. Bizonyítsuk be, hogy Fb kontinuum számosságú.

156. Legyen f : [a, b] → [0,∞) adott, és legyen A = {(x, y) : x ∈ [a, b], 0 ≤
y ≤ f(x)} ⊂ R2. Bizonyítsuk be, hogy az f függvény akkor és csak akkor
Borel-mérhető, ha az A halmaz Borel.

(A Lebesgue-mérhetőségre vonatkozó analóg állítást illetően l. a 195. feladatot.)

157. Legyen f : [a, b]→ R tetszőleges függvény. Melyikből következik a másik:

(i) f folytonos majdnem minden x ∈ [a, b] pontban, illetve
(ii) van olyan g : [a, b] → R folytonos függvény, amelyre f = g majdnem

mindenütt?

158. Bizonyítsuk be, hogy ha f : [a, b]→ R folytonos majdnem mindenütt, akkor
f Lebesgue-mérhető.

159. Konstruáljunk olyan Lebesgue-mérhető f : [a, b]→ R függvényt, amelyre f
nem folytonos az [a, b] \ E halmazra megszorítva semmilyen nullmértékű E ⊂
[a, b] halmazra.

160. Bizonyítandó, hogy ha f : [a, b] → R Lebesgue-mérhető, akkor minden ε-
hoz van olyan g : [a, b] → R lépcsősfüggvény12, hogy λ({x ∈ [a, b] : |f(x) −
g(x)| > ε}) < ε.

161. Bizonyítandó, hogy ha f : [a, b] → R Lebesgue-mérhető, akkor vannak
gn : [a, b]→ R lépcsősfüggvények, melyekre gn → f majdnem mindenütt.

162. Legyen A ⊂ Rp véges mértékű Lebesgue-mérhető halmaz, és legyen f :
A → R Lebesgue-mérhető függvény. Bizonyítsuk be, hogy minden ε-hoz van
olyan g : Rp → R folytonos függvény, hogy λ(A(|f − g| > ε)) < ε.

163. Legyen f : Rp → R Lebesgue-mérhető. Bizonyítsuk be, hogy

(i) vannak olyan gn : Rp → R folytonos függvények, hogy gn → f majdnem
mindenütt Rp-n, továbbá

12A g : [a, b] → R függvényt lépcsősfüggvénynek nevezzük, ha van olyan a = x0 <
x1 < . . . < xn = b felosztás, hogy g konstans (xi−1, xi)-ben minden i = 1, . . . , n-re.
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Feladatok 41

(ii) minden ε-hoz van olyan E ⊂ Rp halmaz, hogy λ(E) < ε, és f folytonos
az Rp \ E halmazra megszorítva.

164. Legyen A ⊂ Rp Borel-mérhető. Bizonyítsuk be, hogy minden Lebesgue-
mérhető f : A → R függvényhez van olyan g : A → R Borel-mérhető függvény,
hogy f = g majdnem mindenütt.

165. Legyen A ⊂ R Lebesgue-mérhető halmaz, és legyen f : A→ R Lebesgue-
mérhető függvény. Bizonyítsuk be, hogy van olyan B ⊂ A Lebesgue-mérhető
halmaz, amelyet f kölcsönösen egyértelműen f(A)-ra képez.

166. Legyen f : R → R olyan Lebesgue-mérhető függvény, amelynek van akár-
milyen kicsi pozitív periódusa. Bizonyítsuk be, hogy alkalmas c ∈ R-re f(x) = c
majdnem mindenütt.

167. Legyen A σ-gyűrű, A ∈ A, és f : A → R véges értékű mérhető függvény.
Bizonyítsuk be, hogy ha g : R → R folytonos (vagy általánosabban, ha Borel-
mérhető), akkor g ◦ f is mérhető.

168. Igaz-e, hogy ha g : R→ R Lebesgue-mérhető és f : R→ R Borel-mérhető,
akkor g ◦ f is Lebesgue-mérhető? És ha f folytonos? És ha f differenciálható?

169. Jelölje f a Cantor-függvényt13.

(i) Mutassuk meg, hogy g◦f Lebesgue-mérhető minden g : R→ R függvény-
re.

(ii) Igaz-e, hogy g ◦ f Borel-mérhető minden g : R→ R függvényre?

170. Legyen f : R → R. Mi annak a feltétele, hogy g ◦ f Borel-mérhető legyen
minden g : R→ R függvényre?

171. Legyen f : R → R. Mi annak a feltétele, hogy g ◦ f Lebesgue-mérhető
legyen minden g : R→ R függvényre?

172. Legyen f : R → R. Mi annak a feltétele, hogy f ◦ g Lebesgue-mérhető
legyen minden g : R→ R függvényre?

173. Legyen A ⊂ R tetszőleges halmaz, és legyen f : A → R. Bizonyítsuk be a
következő állításokat.

13A Cantor-halmaz minden pontja felírható a 3-as számrendszerben 0, a1a2 . . . alak-
ban, ahol ai = 0 vagy 2 minden i-re. A Cantor-függvényt a 3-as számrendszerben felírt
x = 0, a1a2 . . . pontban a 2-es számrendszerben felírt 0,

a1
2

a2
2
. . . számmal definiáljuk.

Az így definiált függvényt a Cantor-halmaz kiegészítő intervallumain alkalmas konstans-
nak definiálva egy monoton növő folytonos függvényt kapunk, amely [0, 1]-et önmagára
képezi. Ez a Cantor-függvény.
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42 7. Mérhető függvények

(i) HaA Borel-mérhető (Lebesgue-mérhető) és f folytonosA-n, akkor aD+f ,
D+f , D−f , D−f Dini-deriváltak mindegyike Borel-mérhető (Lebesgue-
mérhető) az értelmezési tartományán.

(ii) Ha A Borel-mérhető (Lebesgue-mérhető), akkor f ′ értelmezési tartomá-
nya (vagyis azon x ∈ A pontok halmaza, amelyek torlódási pontjai A-nak,
és amelyekben a véges f ′(x) = lim

y→x, y∈A
(f(y) − f(x))/(y − x) hatérér-

ték létezik) Borel-mérhető (Lebesgue-mérhető), és ezen f ′ Borel-mérhető
(Lebesgue-mérhető).
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8. Integrál

Definíciók és egyéb tudnivalók

Legyen µ mérték az A σ-algebrán, és legyen A ∈ A. Ha f : A → R nemnegatív
értékű egyszerű függvény, akkor vannak olyan A1, . . . , An ∈ A páronként disz-
junkt halmazok és olyan c1, . . . , cn nemnegatív valós számok, hogy f(x) = ci,
ha x ∈ Ai (i = 1, . . . , n). Ekkor az f függvény Lebesgue-integrálját (röviden

integrálját) az
∫
A
f dµ =

n∑
i=1

ci · µ(Ai) képlettel definiáljuk. Könnyű belátni,

hogy az integrál értéke jóldefiniált, azaz ha B1, . . . , Bk ∈ A páronként disz-
junkt halmazok, d1, . . . , dk nemnegatív valós számok, és f(x) = dj , ha x ∈ Bj

(j = 1, . . . , k), akkor
n∑
i=1

ci · µ(Ai) =
k∑
j=1

dj · µ(Bj).

Legyen f nemnegatív mérhető függvény az A ∈ A halmazon. Ekkor az f

függvény Lebesgue-integrálja (röviden integrálja) az
∫
A
s dµ integrálok halmazá-

nak szuprémuma, ahol s befutja azon egyszerű függvények halmazát, melyekre
0 ≤ s ≤ f . A nemnegatív mérhető függvények integráljára három alapvető tétel
vonatkozik.

A monotonkonvergencia-tétel14 azt állítja, hogy ha 0 ≤ f1 ≤ f2 . . . mérhető
függvények az A ∈ A halmazon, akkor∫

A
lim
n→∞

fn dµ = lim
n→∞

∫
A
fn dµ.

Ebből egyszerűen következik a nemnegatív tagú sorok tagonkénti integrálhatósá-
ga, ami azt állítja, hogy ha f1, f2, . . . nemnegatív mérhető függvények az A ∈ A
halmazon, akkor ∫

A

∞∑
n=1

fn dµ =

∞∑
n=1

∫
A
fn dµ.

Fatou lemmája azt állítja, hogy ha f1, f2, . . . nemnegatív mérhető függvények az
A ∈ A halmazon, akkor∫

A
lim inf
n→∞

fn dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
A
fn dµ.

14A monotonkonvergencia-tételt néha Beppo Levi-tételnek is nevezik. Vannak, akik
a monotonkonvergencia-tétel azon variánsát nevezik így, amikor f1-ről a nemnegativitás
helyett integrálhatóságot teszünk fel.
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44 8. Integrál

Legyen A ∈ A és legyen f : A → R mérhető. Az f függvény Lebesgue-
integrálja (röviden integrálja)∫

A
f dµ =

∫
A
f+ dµ−

∫
A
f− dµ, (5)

feltéve, hogy a jobb oldal értelmes, azaz ha az
∫
A
f+ dµ és

∫
A
f− dµ integrá-

lok legalább egyike véges. Azt mondjuk, hogy az f függvény integrálható az A

halmazon, ha az
∫
A
f dµ integrál létezik és véges. Az f függvény tehát ponto-

san akkor integrálható az A halmazon, ha az
∫
A
f+ dµ és

∫
A
f− dµ integrálok

mindegyike véges.

Könnyű belátni, hogy ha f, g mérhető függvények A-n, és ha f = g µ-m.m.

A-n, akkor
∫
A
f dµ =

∫
A
g dµ abban az értelemben, hogy ha az egyik integ-

rál létezik, akkor a másik is, és egyenlőek. Ez motiválja a következő definíciót.
Legyen f értelmezve az A ∈ A halmaz egy részhalmazán. Azt mondjuk, hogy
f Lebesgue-integrálja (röviden integrálja) az A halmazon létezik és egyenlő I-
vel, ha van olyan g : A → R mérhető függvény, hogy f = g µ-m.m. A-n, és∫
A
g dµ = I . Ezt úgy jelöljük, hogy

∫
A
f dµ = I . Az f függvény integrálható

A-n, ha
∫
A
f dµ létezik és véges. Nem nehéz belátni a következő állításokat.

Ha
∫
A
f dµ létezik és az értéke <∞, akkor f <∞ µ-m.m. A-n.

Ha
∫
A
f dµ létezik és az értéke > −∞, akkor f > −∞ µ-m.m. A-n.

Ha f integrálható A-n, akkor f értéke véges µ-m.m. A-n.

Ha az
∫
A
f dµ integrál létezik, akkor minden c ∈ R-re c · f -nek is létezik az

integrálja A-n, és
∫
A
c · f dµ = c ·

∫
A
f dµ.

Ha az
∫
A
f dµ és

∫
A
g dµ integrálok léteznek és az értékük összeadható, akkor

f + g értelmes µ-m.m. A-n, f + g-nek létezik az integrálja A-n, és∫
A

(f + g) dµ =

∫
A
f d+ µ

∫
A
f dµ.

Ha az
∫
A
f dµ integrál létezik, akkor

∣∣∣∣∫
A
f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
A
|f | dµ.
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Feladatok 45

Függvénysorozatok integráljára vonatkozik a következő két tétel. A nagy
Lebesgue-tétel azt állítja, hogy ha az f1, f2, . . . és g függvények integrálhatóak
az A ∈ A halmazon, |fn| ≤ g µ-m.m. A-n minden n-re és f = lim

n→∞
fn µ-m.m.

A-n, akkor
∫
A
f dµ = lim

n→∞

∫
A
fn dµ.

A kis Lebesgue-tétel azt állítja, hogy ha az f1, f2, . . . függvények mérhetőek a
véges mértékű A ∈ A halmazon, van olyan K ∈ R, hogy |fn| ≤ K µ-m.m. A-n

minden n-re és f = lim
n→∞

fn µ-m.m. A-n, akkor
∫
A
f dµ = lim

n→∞

∫
A
fn dµ.

Az (X,A, µ) hármast mértéktérnek nevezzük, haX nemüres halmaz,A olyan
σ-algebra, amelynek maximális eleme X , és µ mérték A-n. Az (X,A, µ) mér-
téktér valószínűségi mértéktér, ha µ(X) = 1.

Legyenek (X1,A1, µ1) és (X2,A2, µ2) mértékterek. Tudjuk, hogy az

A1 ×A2 = {A1 ×A2 : Ai ∈ Ai (i = 1, 2)}

halmazrendszer félgyűrű (lásd a 23. feladatot). Meg lehet mutatni, hogy a
π(A1 × A2) = µ1(A1) · µ2(A2) halmazfüggvény mérték az A1 ×A2 félgyűrűn.
A π mérték a (2)-ben leírt módszerrel kiterjeszthető külső mértékként P (X)-re,
ahol X = X1 ×X2. Jelöljük az így kapott külső mértéket is π-vel. JelöljükMπ-
vel azon halmazok rendszerét, amelyek e kiterjesztésre nézve mindent jól vágnak
ketté. Ekkor Carathéodory tétele szerintMπ olyan σ-algebra, amelyen π mérték.
Az (X,Mπ, π) mértékteret az (X1,A1, µ1) és (X2,A2, µ2) mértékterek szorza-
tának nevezzük.

Ha f : X1 × X2 → R, akkor f szekciófüggvényeinek nevezzük azokat az
fx : X2 → R (x ∈ X1) és fy : X1 → R (y ∈ X2) függvényeket, amelyekre
fx(y) = fy(x) = f(x, y) minden x ∈ X1-re és y ∈ X2-re.

Legyen az (X1,A1, µ1) és (X2,A2, µ2) mértékterek szorzata (X,Mπ, π).

Fubini15 tétele azt állítja, hogy ha az
∫
X
f dπ integrál létezik, és az {(x, y) ∈

X : f(x, y) 6= 0} halmaz σ-véges π-mértékű (azaz ha lefedhető megszámlálha-

tóan sok véges π-mértékű halmazzal), akkor µ1-m.m. x ∈ X1-re az
∫
X2

fx dµ2

integrál létezik, az x 7→
∫
X2

fx dµ2 függvénynek létezik az integrálja X1-en, és

∫
X
f dπ =

∫
X1

(∫
X2

fx dµ2

)
dµ1.

15Guido Fubini (1879–1943) olasz matematikus.
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46 8. Integrál

Feladatok

174. Legyen µ mérték az A σ-algebrán, legyen A = A1 ∪A2 ∪ . . ., ahol A1, A2,
. . . ∈ A páronként diszjunkt halmazok, és legyenek c1, c2, . . . ∈ R tetszőleges
kiterjesztett valós számok. Legyen f(x) = cn, ha x ∈ An (n = 1, 2, . . .). Mi a

pontos feltétele annak, hogy (a) létezzen az
∫
A
f dµ integrál; illetve hogy (b) f

integrálható legyen A-n?

175. Legyen (X,A, µ) mértéktér, és legyenek An ∈ A (n = 1, 2, . . .) tetszőleges
halmazok. Legyen f(x) azon Ai halmazok száma, amelyek tartalmazzák x-et.

Bizonyítandó, hogy ekkor f mérhető, és
∫
X
f dµ =

∞∑
i=1

µ(Ai).

176. Legyen (X,A, µ) valószínűségi mértéktér, és legyenekA1, . . . , An ∈ A tet-
szőleges halmazok. Bizonyítsuk be, hogy vannak olyan 1 ≤ i < j ≤ n indexek,
hogy µ(Ai ∩Aj) > µ(Ai) · µ(Aj)− 1/n.

177. Mutassuk meg, hogy ha n páros, akkor megadható n db 1/2-mértékű halmaz
[0, 1]-ben úgy, hogy közülük bármely kettőnek a metszete (1/4)−(1/4(n−1))
mértékű. Azt is mutassuk meg, hogy páratlan n-re ez lehetetlen.

178. Legyen (X,A, µ) valószínűségi mértéktér, A1, A2 . . . ∈ A és µ(An) = c
(n= 1, 2, ...), ahol 0< c < 1. Bizonyítsuk be, hogy bármely, pozitív számokból
álló ε1, ε2... sorozathoz van olyan n1<n2<... részsorozat, hogy µ(Ani ∩Anj ) >
c2 − εi minden i < j-re.

179. Legyen (R,A, µ) mértéktér. Bizonyítsuk be, hogy az alábbi állítások ekvi-
valensek.

(i) Valahányszor az f : R → R függvény mérhető A-ra nézve és a lim
x→∞

f

határérték létezik és véges, akkor f integrálható R-en és
∫
R
f dµ = lim

x→∞
f .

(ii) µ(R) = 1, továbbá µ(A) = 0 minden felülről korlátos A ∈ A halmazra.

180. Bizonyítandó, hogy ha fn (n = 1, 2, . . .) és f mérhető függvények A-n és∫
A
|fn − f | dµ < 1/n2, akkor fn → f µ-m.m.

181. Legyen (X,A, µ) valószínűségi mértéktér. Legyenek fn : X → R (n =
1, 2, . . .) mérhető függvények, amelyek közös korlát alatt vannak X-en. Bizo-

nyítsuk be, hogy ha
∫
X
fn dµ = a és

∫
X
fnfm dµ = a2 valamely a ∈ R-re

minden n 6= m esetén, akkor

lim
n→∞

f1(x) + . . .+ fn(x)

n
= a µ-m.m. x ∈ X-re. (6)
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182. Legyen (X,A, µ) valószínűségi mértéktér. LegyenekAn ∈ A olyan halma-
zok, melyekre µ(An) = a és µ(An ∩ Am) = a2 valamely a ∈ [0, 1]-re minden
n 6= m esetén.

Jelöljük An(x)-szel azon 1 ≤ i ≤ n indexek számát, amelyekre x ∈ Ai. Mu-
tassuk meg, hogy µ-m.m. x-re lim

n→∞
An(x)/n = a. (Ez a nagy számok törvénye.)

183. Legyen q ≥ 2 adott egész szám, és tekintsük az x ∈ [0, 1] számok felírását q
alapú számremdszerben. Legyen 0 ≤ s ≤ q−1 egy adott jegy, és jelöljükBn(x)-
szel az s-sel egyenlő jegyek számát x q alapú számrendszerbeli felírásának első
n jegye között. Bizonyítsuk be, hogy µ-m.m. x-re lim

n→∞
Bn(x)/n = 1/q (Borel

tétele).

184. Legyen (X,A, µ) valószínűségi mértéktér, és legyenek A1, A2, . . . olyan

halmazok, hogy µ(Ai∩Aj) = µ(Ai)·µ(Aj) minden i 6= j-re, és
∞∑
n=1

µ(An) =∞.

Bizonyítsuk be, hogy ekkor µ
(

lim sup
n→∞

An

)
= 1 (vagyis µ-m.m. pont végtelen

sok An-nek eleme). (Ezt az állítást a 64. feladat állításával együtt Borel–Cantelli-
lemmának nevezik.)

185. Legyen (X,A, µ) valószínűségi mértéktér, és legyenek A1, A2, . . . olyan
halmazok, hogy µ(Ai ∩ Aj) = µ(Ai) · µ(Aj) minden i 6= j-re. Mutassuk meg,

hogy ekkor vagy µ
(

lim inf
n→∞

An

)
= 0, vagy pedig µ

(
lim inf
n→∞

An

)
= 1.

186. Legyen az x ∈ [0, 1] szám tizedestört alakja x = 0, a1a2 . . ., és legyen
f(x) = k, ahol k a legkisebb index, amelyre ak = 1. Ha nincs ilyen index, akkor
legyen f(x) =∞. Bizonyítsuk be, hogy f Lebesgue-mérhető, és számítsuk ki az∫ 1

0
f dλ integrált.

187. Legyen 1 ≤ i1 < i2 < . . . pozitív egészek egy rögzített növő soro-
zata. Ha az x ∈ [0, 1] szám tizedestört alakja x = 0, a1a2 . . ., akkor legyen
f(0, a1a2 . . .) = 0, ai1ai2 . . .. Bizonyítsuk be, hogy f Lebesgue-mérhető, és szá-

mítsuk ki az
∫ 1

0
f dλ integrált.

188. Ha az x, y ∈ [0, 1] számok tizedestört alakja x = 0, a1a2 . . . és y = b1b2 . . .,
akkor legyen f(x) = 0, a1b1a2b2 . . .. Bizonyítsuk be, hogy f Lebesgue-mérhető

a [0, 1]× [0, 1] négyzeten, és számítsuk ki az
∫
[0,1]×[0,1]

f dλ2 integrált.

189. Ha x ∈ [0, 1] kettes számrendszerbeli alakja 0, a1a2 . . ., akkor legyen
f(x) = 0, a1a2 . . . tízes számrendszerben leolvasva. Bizonyítsuk be, hogy f
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48 8. Integrál

Lebesgue-mérhető, és számítsuk ki az
∫ 1

0
f dλ integrált.

190. Bizonyítsuk be, hogy minden f : [a, b] → R Lebesgue-integrálható függ-
vényhez és minden ε > 0-hoz van olyan g : [a, b] → R lépcsősfüggvény, hogy∫ b

a
|f − g| dλ < ε.

191. Bizonyítsuk be, hogy minden f : Rp → R Lebesgue-integrálható függ-
vényhez és minden ε > 0-hoz van olyan g : Rp → R folytonos függvény, hogy∫
Rp
|f − g| dλ < ε.

192. Legyen f : [a, b] → R Lebesgue-integrálható. Bizonyítsuk be, hogy az

F (x) =

∫ x

a
f dλ (x ∈ [a, b]) függvény folytonos [a, b]-n.

193. Bizonyítsuk be, hogy ha f Riemann-integrálható [a, b]-n, akkor f Lebesgue-

integrálható [a, b]-n, és
∫ b

a
f dλ =

∫ b

a
f dx.

194. Az integrálszámítás második középértéktétele azt állítja, hogy ha g : [a, b]→
R monoton és f : [a, b] → R Riemann-integrálható, akkor van olyan a ≤ c ≤ b,
hogy ∫ b

a
f · g dλ = g(a) ·

∫ c

a
f dλ+ g(b) ·

∫ b

c
f dλ. (7)

Felhasználva, hogy ez igaz minden folytonos f : [a, b] → R függvényre, bizo-
nyítsuk be, hogy minden Lebesgue-integrálható f függvényre is igaz.

195. Legyen f : [a, b] → [0,∞) adott, és legyen A = {(x, y) : x ∈ [a, b], 0 ≤
y ≤ f(x)} ⊂ R2. Bizonyítsuk be, hogy az f függvény akkor és csak akkor
Lebesgue-mérhető, ha az A halmaz Lebesgue-mérhető.

196. Konstruáljunk olyan korlátos és Lebesgue-mérhető függvényt [a, b]-n, amely
nem Riemann-integrálható, sőt, semmilyen nullmértékű halmazon megváltoztatva
sem lesz Riemann-integrálható.

197. Konstruáljunk olyan nemnegatív, véges értékű Lebesgue-mérhető f függ-

vényt [0, 1]-en, amelyre
∫ b

a
f dλ =∞ minden 0 ≤ a < b ≤ 1-re.

198. Legyen f Riemann-integrálható [a, b) minden zárt részintervallumában.

(i) Bizonyítsuk be, hogy ha f ≥ 0, akkor∫ b

a
f dλ =

∫ b

a
f dx,

ahol a jobb oldalon improprius integrál áll.
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Feladatok 49

(ii) Bizonyítsuk be, hogy f akkor és csak akkor Lebesgue-integrálható [a, b]-n,

ha az
∫ b

a
f dx improprius integrál abszolút konvergens, és ekkor

∫ b

a
f dλ =

∫ b

a
f dx.

199. Mutassuk meg, hogy ha f Lebesgue-integrálható [a, b]-n, akkor az N =
{x ∈ (a, b) : lim

y→x
f(y) =∞} halmaz nullmértékű.

200. Konstruáljunk olyan Lebesgue-integrálható f : R→ [0,∞] függvényt, mely-
nek minden racionális pontban∞ a határértéke.

201. Konstruáljunk olyan Lebesgue-integrálható f : [0, 1] → [0,∞] függvényt,
amelynek a Cantor-halmaz minden pontjában∞ a határértéke, és a (nyílt) kiegé-
szítő intervallumok mindegyikén folytonos.

202. Legyen µ mérték az A σ-algebrán, legyen A ∈ A véges mértékű halmaz,
és legyen f : A → R olyan mérhető függvény, amelynek az értékkészlete része a
[c, d) balról zárt, jobbról nyílt intervallumnak.

(i) Bizonyítsuk be, hogy minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy ha c =

y0 < y1 < . . . < yn = d egy δ-nál finomabb felosztás, akkor a
n∑
i=1

yi ·

µ(A(yi−1 ≤ f < yi)) összeg ε-nál jobban megközelíti f integrálját A-n.

(ii) Legyen φ(y) = µ(A(f < y)). Mutassuk meg, hogy
∫
A
f dµ =

∫ d

c
y dφ,

ahol a jobb oldalon Riemann–Stieltjes-integrál áll.

(iii) Mutassuk meg, hogy
∫
A
f dx = c · µ(A) +

∫ d

c
µ(A(f ≥ y)) dy.

203. Legyen µ mérték az A σ-algebrán, és legyen A ∈ A tetszőleges (nem feltét-
lenül véges mértékű) halmaz. Bizonyítsuk be, hogy ha f nemnegatív és mérhető

A-n, akkor
∫
A
f dµ =

∫ ∞
0

µ(A(f ≥ x)) dx.

204. Legyen (X,A, µ) mértéktér, A ∈ A, és legyen f pozitív és mérhető A-n.

(i) Bizonyítsuk be, hogy ha µ(A) > 0, akkor
∫
A
f dµ > 0.

(ii) Bizonyítsuk be, hogy ha µ(A) nem σ-véges, akkor
∫
A
f dµ =∞.
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50 8. Integrál

205. Legyen (X,A, µ) mértéktér, A ∈ A, és f : A → R integrálható. Bizonyít-

suk be, hogy ha
∣∣∣∣∫
A
f dµ

∣∣∣∣ =

∫
A
|f | dµ, akkor vagy f(x) ≥ 0 µ-m.m. x ∈ A-ra,

vagy pedig f(x) ≤ 0 µ-m.m. x ∈ A-ra.

206. Legyen (X,A, µ) mértéktér, A ∈ A, és f : A → R integrálható. Bizonyí-
tandó, hogy minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy ha B ⊂ A, B ∈ A és

µ(B) < δ, akkor
∫
B
|f | dµ < ε.

207. Legyen µ mérték az A σ-algebrán, A ∈ A, legyenek fn : A → R (n =
1, 2, . . .) mérhetőek, |fn| ≤ s minden n-re, ahol s integrálható A-n, és tegyük fel,

hogy fn → f pontonként A-n. Bizonyítsuk be, hogy
∫
A
|fn − f | dµ→ 0.

208. Legyen (X,A, µ) valószínűségi mértéktér, és legyen f nemnegatív, mérhető

függvény X-en. Bizonyítsuk be, hogy
∫
X

log f dµ ≤ log

(∫
X
f dµ

)
, feltéve,

hogy a bal oldali integrál létezik, a log(∞) = ∞ és log 0 = −∞ konvenciók
alkalmazása mellett.

209. Legyen (X,A, µ) mértéktér, és legyen f nemnegatív, mérhető függvény X-

en, amelyre
∫
X
f dµ = 1. Bizonyítandó, hogy∫

A
log f dµ ≤ −µ(A) · logµ(A)

minden A ∈ A-ra. (Az előző feladat konvencióit használjuk.)

210. Legyenek f és g integrálhatóak A-n. Bizonyítsuk be, hogy∣∣∣∣∫
A
f dµ+ i ·

∫
A
g dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
A
|f + i · g| dµ.

211. Legyen (X,A, µ) mértéktér, A ∈ A, és legyenek f, g nemnegatív integrál-
ható függvények A-n. Bizonyítsuk be, hogy ha∫

A
fg dµ =

√∫
A
f2 dµ ·

√∫
A
g2 dµ,

akkor vagy f = 0 µ-majdnem mindenütt, vagy pedig van olyan c, hogy µ-m.m.
x ∈ A-ra g(x) = c · f(x).

212. Legyen p, q > 1, és p−1 + q−1 = 1. Legyen (X,A, µ) mértéktér, A ∈ A,

és legyenek f, g nemnegatív, integrálható függvények A-n, melyekre
∫
A
fg dµ =
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p

√∫
A
fp dµ · q

√∫
A
gq dµ. Bizonyítsuk be, hogy ekkor vagy f = 0 µ-majdnem

mindenütt, vagy pedig van olyan c, hogy µ-m.m. x ∈ A-ra g(x)q = c · f(x)p.

213. Legyen µ véges mérték R Borel-részhalmazain. Bizonyítsuk be, hogy ha

f : R → R korlátos Borel-mérhető függvény, akkor az x 7→
∫
R
f(x + t) dµ(t)

függvény Borel-mérhető.

214. Bizonyítsuk be, hogy van olyan µ véges mérték R Borel-részhalmazain, és
van olyan korlátos, zárt F halmaz, hogy µ({x}) = 0 minden x ∈ R-re, és az
x 7→ µ(F − x) függvény nem folytonos.

215. Bizonyítsuk be, hogy ha f : [a, b]→ R Lebesgue-integrálható, akkor

lim
n→∞

∫ b

a
f(x) · sin(nx) dλ = 0

(Riemann16 lemmája).

216. Legyen f : [a, b] → R Lebesgue-integrálható, legyen továbbá g : R → R 1
szerint periodikus, korlátos és Lebesgue-mérhető. Bizonyítsuk be, hogy

lim
t→∞

∫ b

a
f(x) · g(tx) dλ =

∫ b

a
f(x) dλ ·

∫ 1

0
g(x) dλ. (8)

217.

(i) Bizonyítsuk be, hogy ha A,B ⊂ R Lebesgue-mérhető halmazok, melyekre
λ(A), λ(B) > 0, akkor van olyan x ∈ R, hogy λ(A ∩ (B + x)) > 0.

(ii) Bizonyítsuk be, hogy ha A,B ⊂ [0, 1] Lebesgue-mérhető halmazok, akkor
van olyan x ∈ R, hogy

λ(A ∩ (B + x)) ≥ 1

2
· λ(A)λ(B). (9)

(iii) Mutassuk meg, hogy (9) jobb oldalán az 1/2 együttható nem javítható.

16Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826–1866) német matematikus.
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9. Képhalmazok

Definíciók és egyéb tudnivalók

Legyen A ⊂ Rp. Azt mondjuk, hogy az f : A → Rq leképezés Lipschitz17, ha
van olyan K > 0, hogy |f(y)− f(x)| ≤ K · |y − x| minden x, y ∈ A-ra.

Az f leképezés lokálisan Lipschitz, ha minden x ∈ A-ra vannak K, δ > 0
számok úgy, hogy |f(y)− f(x)| ≤ K · |y−x|minden y ∈ A, |y−x| < δ esetén.

Ismeretes (és nem nehéz belátni), hogy minden G ⊂ R nyílt halmaz előáll
mint páronként diszjunkt nyílt intervallumok uniója, és az előállítás egyértelmű.
Az előállításban szereplő nyílt intervallumokat G komponenseinek nevezzük.

Feladatok

218. Legyen A ⊂ R Borel-halmaz, és legyen f : A → R monoton. Bizonyítsuk
be, hogy f(A) Borel.

219. Legyen f : [u, v] → R monoton növő és balról folytonos függvény, és le-
gyen µf az f által generált Lebesgue–Stieltjes-féle külső mérték. Bizonyítsuk be
a következő állításokat:

(i) Tetszőleges H ⊂ [u, v)-re λ(f(H)) ≤ µf (H).

(ii) Ha a H ⊂ [u, v) halmaz pontjaiban f jobbról is folytonos, akkor µf (H) =
λ(f(H)).

(iii) Tetszőleges H ⊂ [u, v) halmazra µf (H) egyenlő λ(f(H))-nak és az f
függvény H-ban fekvő szakadási pontjaiban való ugrásainak összegével.

220. Legyen f : [u, v] → R monoton növő és balról folytonos függvény. Bizo-
nyítsuk be, hogy ha H ⊂ [u, v) mérhető µf -re nézve, akkor f(H) Lebesgue-
mérhető. Ha f szigorúan monoton, akkor a megfordítás is igaz.

221. Bizonyítsuk be, hogy van olyan szigorúan monoton folytonos (sőt folyto-
nosan differenciálható) f : [0, 1] → [0, 1] függvény, amely egy pozitív mértékű

17Rudolph Otto Sigismund Lipschitz (1832–1903) német matematikus.
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Feladatok 53

halmazt nullmértékű halmazba képez. (Vegyük észre, hogy ekkor f inverze egy
nullmértékű halmazt pozitív mértékű halmazra képez.)

222. Bizonyítsuk be, hogy van olyan g : [0, 1]→ [0, 1] folytonos függvény, amely
egy alkalmas mérhető halmazt nem-mérhető halmazra képez.

223. Bizonyítsuk be, hogy van olyan f : R→ R folytonos függvény, amely mint
az (R,L, λ) mértékteret önmagába képező leképezés nem mérhető (vagyis nem
igaz, hogy ha H mérhető, akkor f−1(H) is mérhető). Miért nem mond ez ellent
annak a ténynek, hogy minden folytonos függvény Lebesgue-mérhető?

224. Legyen H ⊂ Rp, és legyen f : H → Rp lokálisan Lipschitz-leképezés.
Bizonyítsuk be, hogy ha λ(H) = 0, akkor λ(f(H)) = 0.

225. Legyen H ⊂ Rp, és legyen f : H → Rp lokálisan Lipschitz. Bizonyítsuk
be, hogy ha H Lebesgue-mérhető, akkor f(H) is Lebesgue-mérhető.

226. Milyen (p, q) párokra igaz az az állítás, hogy ha H ⊂ Rp Lebesgue-mérhető
és az f : H → Rq leképezés Lipschitz, akkor f(H) is Lebesgue-mérhető?

227. Legyen H ⊂ R, f : H → R, és tegyük fel, hogy |D+f(x)| ≤ K és
|D+f(x)| ≤ K minden olyan x ∈ H-ra, amely H-nak jobb oldali torlódási
pontja. Bizonyítsuk be, hogy ekkor λ(f(H)) ≤ K · λ(H).

228. Bizonyítsuk be, hogy ha f : H → R differenciálható a mérhető H ⊂ R
halmaz torlódási pontjaiban, akkor λ(f(H)) ≤

∫
H
|f ′| dλ.

229. Legyen f : H → R monoton növő és differenciálható a mérhető H ⊂ R
halmaz torlódási pontjaiban, és tegyük fel, hogy f ′(x) ≥ K minden ilyen pont-
ban. Bizonyítsuk be, hogy ekkor λ(f(H)) ≥ K · λ(H).

230. Bizonyítsuk be, hogy ha f : H → R monoton növő és differenciálható a

mérhető H ⊂ R halmaz torlódási pontjaiban, akkor λ(f(H)) =

∫
H
f ′ dλ.

A következő néhány feladat célja a 230. feladat állításának általánosítása de-
riváltakról Dini-deriváltakra.

231. Legyen f : [a, b] → R monoton növő és jobbról folytonos. Legyen m > 0.
Jelöljük U -val azon x ∈ (a, b) pontok halmazát, amelyekre van olyan x < y < b,
hogy (f(y) − f(x))/(y − x) > m. Bizonyítsuk be, hogy U nyílt, és U minden
(u, v) komponensére teljesül, hogy (f(v)− f(u))/(v − u) ≥ m.

232. Legyen f : [a, b] → R monoton növő, és legyen m > 0. Bizonyítsuk be,
hogy

λ({x ∈ (a, b) : D+f(x) > m}) ≤ (f(b)− f(a))/m.
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54 9. Képhalmazok

233. Legyen f : [a, b] → R monoton növő, és legyen m > 0. Bizonyítsuk be,
hogy ha A ⊂ (a, b) és D+f(x) > m minden x ∈ A-ra, akkor λ(f(A)) ≥
m · λ(A).

234. Legyen f : [a, b] → R monoton növő, és legyen A ⊂ [a, b] Lebesgue-
mérhető. Jelölje Df az f függvény négy Dini-deriváltjának akármelyikét. Bizo-
nyítsuk be, hogy ha Df véges az A halmaz minden pontjában, akkor λ(f(A)) =∫
A
Df dλ.

235. Mutassuk meg, hogy az előző (234.) feladat állítása nem marad igaz, ha a
Df függvény végességét nem tesszük fel.
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10. Mértéktartó leképezések

Definíció

Legyenek (X1,A1, µ1) és (X2,A2, µ2) mértékterek. Azt mondjuk, hogy f :
X1 → X2 mértéktartó leképezés, ha minden B ∈ A2 halmazra f−1(B) ∈ A1

és µ1
(
f−1(B)

)
= µ2(B).

Feladatok

236. Legyen (X,A, µ) mértéktér, és legyen ν olyan mérték B(Rp)-n, amely vé-
ges a korlátos halmazokon. Legyen f : X → Rp olyan függvény, amelyre telje-
sül, hogy f−1(B) ∈ A minden B ⊂ Rp Borel-halmazra. Mutassuk meg, hogy
f akkor és csak akkor mértéktartó az (X,A, µ) mértéktérről az (Rp,B(Rp), ν)
mértéktérbe, ha minden T ∈ Pp téglára µ(f−1(T )) = ν(T ).

237. Legyen (X,A, µ) véges mértéktér, és legyen f : X → R véges értékű mér-
hető függvény. Jelöljük f eloszlásfüggvényét F -fel, és legyen µF az F által gene-
rált Lebesgue–Stieltjes-mérték. Mutassuk meg, hogy f mértéktartó az (X,A, µ)
mértéktérről az (R,B(R), µF ) mértéktérbe.

238. Legyen f mértéktartó leképezés az (X1,A1, µ1) mértéktérről az (X2,A2, µ2)
mértéktérbe, és legyen g : X2 → R mérhető azA2 σ-algebra szerint. Bizonyítsuk
be, hogy ekkor ∫

X2

g dµ2 =

∫
X1

(g ◦ f) dµ1 (10)

abban az értelemben, hogy ha az egyik oldal létezik, akkor a másik is, és egyen-
lőek.

239. Legyen (X,A, µ) mértéktér, A ∈ A, µ(A) < ∞, és legyen f : A → R
véges értékű mérhető fuggvény. Legyen F az f eloszlásfüggvénye, és legyen µF
az F által generált Lebesgue–Stieltjes-mérték R Borel-halmazain. Bizonyítsuk
be, hogy ∫

A
f dµ =

∫
R
x dµF

abban az értelemben, hogy ha az egyik oldal létezik, akkor a másik is, és egyen-
lőek.

240. Adjunk példát olyan (X1,A1, µ1) és (X2,A2, µ2) mértékterekre, f : X1 →
X2 mértéktartó leképezésre és g : X2 → R leképezésre, hogy

∫
X1

(g ◦ f) dµ1
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56 10. Mértéktartó leképezések

létezik, de
∫
X2

g dµ2 nem létezik. Miért nem mond ez ellent a 238. feladat állítá-

sának?

241. Legyen [0, 1) =
⋃

[ai, bi) egy véges vagy végtelen felosztás, és legyen

f(x) = (x− ai)/(bi − ai)

minden i-re és ai ≤ x < bi-re. Bizonyítsuk be, hogy az f : [0, 1) → [0, 1)
leképezés mértéktartó a ([0, 1),B([0, 1)), λ) mértéktérről önmagába.

242. Legyen n pozitív egész. Lássuk be, hogy az x 7→ {nx} (x ∈ [0, 1)) leképe-
zés mértéktartó az ([0, 1),B([0, 1)), λ) mértéktérről önmagába. (Itt {y} az y valós
szám törtrészét jelöli.)

243. Bizonyítsuk be, hogy az f(x) = x− 1
x (x ∈ R \ {0}), f(0) = 0 leképezés

mértéktartó az (R,B(R), λ) mértéktérről önmagába.

244. Bizonyítsuk be, hogy ha f : R→ R Lebesgue-mérhető, akkor∫ ∞
−∞

f(x) dλ =

∫ ∞
−∞

f(x− 1
x) dλ (11)

abban az értelemben, hogy ha az egyik oldal létezik, akkor a másik is, és egyen-
lőek (Boole18 tétele).

245. Legyen f(0) = 0 és f(x) = {x−1} (0 < x < 1). Bizonyítsuk be, hogy
az f : [0, 1) → [0, 1) leképezés mértéktartó a ([0, 1),B([0, 1)), µ) mértéktérről

önmagába, ahol µ(A) =

∫
A

(1 + x)−1 dλ minden A ∈ B([0, 1))-re.

18George Boole (1815–1864) angol matematikus.
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11. Korlátos változású függvények

Definíciók és egyéb tudnivalók

Emlékeztetjük az olvasót, hogy V (f ; [a, b])-vel jelöljük az f : [a, b] → R függ-
vény totális variációját az [a, b] intervallumon (lásd 26. oldal). Az f : [a, b] → R
függvény korlátos változású, ha V (f ; [a, b]) <∞.

Ismeretes, és könnyű bizonyítani, hogy V (f ; [a, b]) = V (f ; [a, c]) + V (f ; [c, b])
minden a < c < b-re.

Ugyancsak könnyen látható, hogy tetszőleges g, h : [a, b] → R függvényekre
V (g+h; [a, b]) ≤ V (g; [a, b])+V (h; [a, b]), valamint |V (g; [a, b])−V (h; [a, b])| ≤
V (g − h; [a, b]).

Feladatok

246. Bizonyítsuk be, hogy ha f és g korlátos változásúak [a, b]-ben, akkor f + g,
f · g, és tetszőleges c ∈ R-re c · f is korlátos változású [a, b]-ben.

247. Legyen f : [a, b] → R folytonos. Minden y ∈ R-re jelöljük N(y)-nal
f−1({y}) számosságát, ha ez véges, illetve legyen N(y) =∞, ha f−1({y}) vég-

telen. Mutassuk meg, hogy az N függvény Borel-mérhető R-en, és
∫
R
N dλ =

V (f ; [a, b]) (Banach19 tétele).

248. Legyen fα,β(0) = 0 és fα,β(x) = xα · sin
(
xβ
)

(0 < x ≤ 1). Mely (α, β)

(β < 0 < α) párokra lesz fα,β (i) differenciálható, (ii) korlátos változású, (iii)
Lipschitz, (iv) folytonosan differenciálható [0, 1]-ben?

249. Legyen f : [a, b] → R folytonos, és tekintsük az f függvény következő
lehetséges tulajdonságait:

(i) f korlátos változású.

(ii) f m.m. értéket csak véges sokszor vesz fel.

(iii) Minden ε > 0-hoz van olyan Y ⊂ R és n < ∞, hogy λ(Y ) < ε, és f
minden y /∈ Y értéket legfeljebb n-szer vesz fel.

19Stefan Banach (1892–1945) lengyel matematikus.

57www.interkonyv.hu Hungarian Edition © Typotex

© Laczkovich Miklós



i
i

“MertekFeladatok_0706” — 2018/7/6 — 10:23 — page 58 — #58 i
i

i
i

i
i

58 11. Korlátos változású függvények

Bizonyítsuk be, hogy (i)=⇒(ii)⇐⇒ (iii). Mutassunk példát olyan f : [a, b]→ R
folytonos függvényre, amely rendelkezik a (ii) és (iii) tulajdonságokkal, de (i)-
gyel nem.

250. Legyen f korlátos változású [a, b]-n, és legyen V (x) = V (f ; [a, x]) minden
x ∈ [a, b]-re.

(i) Bizonyítsuk be, hogy V + f és V − f monoton növő függvények, tehát
f = V+f

2 − V−f
2 az f függvény előállítása két monoton növő függvény

különbségeként.
(ii) Bizonyítsuk be, hogy ha f = g− h, ahol f és g monoton növő függvények

[a, b]-n, akkor van olyan n : [a, b]→ R monoton növő függvény, hogy g =
V+f
2 + n és h = V−f

2 + n.

251. Legyen g : [a, b] → R Lebesgue-integrálható, és legyen f(x) =

∫ x

a
g dλ

minden x ∈ [a, b]-re. Mutassuk meg, hogy f korlátos változású, és V (f ; [a, b]) =∫ b

a
|g| dλ.

252. Bizonyítsuk be, hogy ha f : [a, b]→ R differenciálható, akkor V (f ; [a, b]) ≤∫ b

a
|f ′| dλ. Speciálisan, ha f ′ Lebesgue-integrálható, akkor f korlátos változású.

253. Igaz-e, hogy ha f : [a, b]→ R differenciálható és korlátos változású, akkor
a V (x) = V (f ; [a, x]) (x ∈ [a, b]) függvény is differenciálható?

254. Igaz-e, hogy ha f : [a, b]→ R differenciálható és korlátos változású, akkor
előáll két differenciálható monoton függvény különbségeként?
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12. Abszolút folytonosság

Definíciók és egyéb tudnivalók

Az f : [a, b]→ R függvényt abszolút folytonosnak nevezzük, ha minden ε > 0-
hoz van olyan δ > 0, hogy ha [ai, bi] (i = 1, . . . , n) egymásba nem nyúló inter-

vallumok [a, b]-ben, melyekre
n∑
i=1

(bi − ai)<δ, akkor
n∑
i=1

|f(bi)−f(ai)|<ε.

Legyen (X,A, µ) mértéktér, és legyen ϑ előjeles mérték A-n. Azt mond-
juk, hogy ϑ abszolút folytonos µ-re nézve, ha ϑ(A) = 0 teljesül minden olyan
A ∈ A halmazra, amelyre µ(A) = 0. A Radon20–Nikodym21-tétel azt állítja,
hogy ha (X,A, µ) σ-véges mértéktér (ez azt jelenti, hogy X előáll megszámlál-
hatóan sok véges µ-mértékű halmaz uniójaként), és ha a ϑ előjeles mérték ab-
szolút folytonos µ-re nézve, akkor van olyan mérhető f : X → R függvény,

hogy ϑ(H) =

∫
H
f dµ minden H ∈ A-ra. Az f függvény lényegében egyér-

telmű, azaz ha g : X → R mérhető és ϑ(H) =

∫
H
g dµ minden H ∈ A-ra,

akkor f = g µ-m.m. X-en. Az f függvényt a ϑ előjeles mérték µ-re vonatkozó
Radon–Nikodym-deriváltjának nevezzük, és dϑ/dµ-vel jelöljük.

Feladatok

255. Bizonyítsuk be, hogy ha f és g abszolút folytonosak [a, b]-ben, akkor f + g,
f · g, és tetszőleges c ∈ R-re c · f is abszolút folytonosak [a, b]-ben.

256. Bizonyítsuk be, hogy a
√
x függvény abszolút folytonos [0, 1]-en. Adjunk

meg minden ε > 0-hoz jó δ-t.

257. Tegyük fel, hogy f : [a, b] → R folytonos és korlátos változású az [a, b]
intervallumban, és abszolút folytonos a [c, b] intervallumban minden a < c < b-
re. Bizonyítsuk be, hogy ekkor f abszolút folytonos [a, b]-ben.

258. Mutassuk meg, hogy a Cantor-függvény nem abszolút folytonos [0, 1]-en.
(Mutassuk meg, hogy ε = 1-hez nincs jó δ.)

259. Legyen fα,β(0) = 0 és fα,β(x) = xα · sin
(
xβ
)

(0 < x ≤ 1). Mely (α, β)

(β < 0 < α) párokra lesz fα,β abszolút folytonos [0, 1]-ben? Ellenőrizzük,

20Johann Radon (1887–1956) osztrák matematikus.
21Otto Marcin Nikodym (1887–1974) lengyel matematikus.
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60 12. Abszolút folytonosság

hogy f pontosan azokban az esetekben abszolút folytonos, amikor f ′ Lebesgue-
integrálható [0, 1]-en.

260. Tegyük fel, hogy az f : [a, b] → R függvény rendelkezik azzal a tulajdon-
sággal, hogy minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy ha az [ai, bi] ⊂ [a, b]

intervallumokra
n∑
i=1

(bi − ai) < δ, akkor
n∑
i=1

|f(bi)− f(ai)| < ε. (Az intervallu-

mok lehetnek egymásba nyúlóak.) Bizonyítsuk be, hogy f Lipschitz.

261.

(i) Bizonyítsuk be, hogy ha az f : [a, b] → R függvény abszolút folytonos,
akkor a V (x) = V (f ; [a, x]) (x ∈ [a, b]) függvény is abszolút folytonos.

(ii) Bizonyítsuk be, hogy ha f : [a, b]→ R abszolút folytonos, akkor előáll két
monoton és abszolút folytonos függvény különbségeként.

262. Azt mondjuk, hogy az f : [a, b] → R függvény rendelkezik az (N) tulaj-
donsággal, ha minden nullmértékű H ⊂ [a, b] halmazra f(H) is nullmértékű.
Bizonyítsuk be, hogy ha f : [a, b] → R abszolút folytonos, akkor (N) tulajdonsá-
gú.

263. Bizonyítsuk be, hogy ha f : [a, b] → R abszolút folytonos és f ′(x) = 0
m.m. x ∈ [a, b]-re, akkor f konstans.

264. Konstruáljunk olyan folytonos f : [a, b] → R függvényt, amely (N) tulaj-
donságú, és van egy pozitív mértékű halmaz, amelynek az elemeit f végtelen
sokszor veszi fel.

265. Legyen A ⊂ R és f : A→ R. Azt mondjuk, hogy az f függvény (S) tulaj-
donságú, ha minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy H ⊂ A, λ(H) < δ esetén
λ(f(H)) < ε. Igaz-e, hogy ha f : [a, b] → R folytonos és (N) tulajdonságú,
akkor (S) tulajdonságú?

266. Bizonyítsuk be, hogy ha az f : [a, b] → R függvény abszolút folytonos,
akkor (S) tulajdonságú.

267. Legyen f : [a, b] → R folytonos. Bizonyítsuk be, hogy az alábbi állítások
ekvivalensek:

(i) Az f függvény (S) tulajdonságú.
(ii) Az f függvény (N) tulajdonságú, és m.m. értéket csak véges sokszor vesz

fel.

268. Bizonyítsuk be, hogy az f : [a, b] → R függvény akkor és csak akkor ab-
szolút folytonos, ha folytonos, korlátos változású és (N) tulajdonságú (Banach és
Zareckij22 tétele).

22Mojszej Aronovics Zareckij (1903–1930) orosz-szovjet matematikus.
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Feladatok 61

269. Konstruáljunk olyan f : [a, b] → R függvényt, amely (i) folytonos és korlá-
tos változású, de nem (N) tulajdonságú; (ii) folytonos és (N) tulajdonságú, de nem
korlátos változású; (iii) korlátos változású és (N) tulajdonságú, de nem folytonos.

270. Bizonyítsuk be, hogy ha f : [a, b]→ R differenciálható, akkor (S) tulajdon-
ságú.

271. Legyen f : [a, b] → R monoton növő és balról folytonos függvény. Bi-
zonyítsuk be, hogy a µf Lebesgue–Sieltjes-mérték akkor és csak akkor abszolút
folytonos λ-re nézve, ha f abszolút folytonos.

272. Bizonyítsuk be, hogy az f : [a, b]→ R függvény akkor és csak akkor abszo-
lút folytonos, ha van olyan g : [a, b] → R Lebesgue-integrálható függvény, hogy

f(x) = f(a) +

∫ x

a
g dλ.

273. Bizonyítsuk be, hogy f : [a, b] → R akkor és csak akkor integrálfüggvénye
egy Riemann-integrálható függvénynek (vagyis akkor és csak akkor létezik egy

g : [a, b] → R Riemann-integrálható függvény, amelyre f(x) =

∫ x

a
g dt min-

den x ∈ [a, b]-re), ha f(a) = 0, f Lipschitz, és van olyan A ⊂ [a, b] halmaz,
hogy [a, b] \A nullmértékű, f differenciálható A pontjaiban, és f ′ az A halmazra
megszorítva folytonos.

274. Mutassuk meg, hogy van olyan f : [a, b] → R függvény, amely abszolút
folytonos, de [a, b] semmilyen részintervallumában sem Lipschitz.

275. Legyen P ⊂ [a, b] nem üres és sehol sem sűrű zárt halmaz, és legyen
f : [a, b] → R olyan monoton növő függvény, amely konstans minden olyan in-
tervallumon, amely nem metszi P -t, de nem konstans semmilyen nyílt intervallu-
mon, amely metszi P -t. (A P = C (Cantor-halmaz) esetében a Cantor-függvény
ilyen.) Lehetséges-e, hogy f abszolút folytonos?

276. Igaz-e, hogy ha f : [0, 1]→ [0, 1] és g : [0, 1]→ [0, 1] abszolút folytonosak,
akkor f ◦ g is abszolút folytonos [0, 1]-ben?

277. Igaz-e, hogy egy f : [a, b]→ R függvény akkor és csak akkor áll elő két ab-
szolút folytonos függvény kompozíciójaként, ha folytonos és (N) tulajdonságú?

278. Igaz-e, hogy ha f : [a, b] → R differenciálható és abszolút folytonos, akkor
előáll két differenciálható monoton függvény különbségeként?

279. Bizonyítsuk be, hogy egy f : [a, b] → R függvény akkor és csak akkor ál-
lítható elő két abszolút folytonos függvény kompozíciójaként, ha folytonos és (S)
tulajdonságú (Nina Bari23 tétele).

280. Legyen X végtelen halmaz, és legyen A = P (X). Legyen µ(H) = ∞, ha

23Nina Bari (1901–1961) orosz-szovjet matematikus.
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62 12. Abszolút folytonosság

H ⊂ X nemüres, és legyen µ(∅) = 0. Legyen továbbá ν(H) = ∞, ha H ⊂ X
végtelen, és legyen ν(H) = H elemszáma, ha H ⊂ X véges. Ellenőrizzük, hogy
µ és ν mértékek P (X)-en, és mindegyik abszolút folytonos a másikra nézve. Van-
e µ-nek Radon–Nikodym-deriváltja ν-re nézve? Van-e ν-nek Radon–Nikodym-
deriváltja µ-re nézve?

281. Legyen (X,A, µ) mértéktér, és legyen f integrálható X-en. Bizonyítsuk be,
hogy ha C ⊂ A σ-algebra és az (X, C, µ) mértéktér σ-véges, akkor van olyan C
szerint mérhető g függvény, hogy

∫
B
g dµ =

∫
B
f dµ minden B ∈ C-ra. Hatá-

rozzuk meg a g függvényt abban az esetben, amikor C véges sok halmazból áll.

282. Mutassuk meg, hogy az előző feladat állítása nem marad igaz, ha az (X, C, µ)
mértéktér σ-végességének feltételét elhagyjuk, még akkor sem, ha az (X,A, µ)
mértéktér σ-véges.

283. Legyen (X,A, µ) mértéktér. Melyek azok a nemnegatív, mérhető f : X →
[0,∞] függvények, amelyekre teljesül, hogy µ abszolút folytonos a ϑ(H) =∫
H
f dµ (H ∈ A) mértékre nézve? Minden ilyen f -re döntsük el, hogy van-e

µ-nek Radon–Nikodym-deriváltja ϑ-ra nézve, és ha van, akkor határozzuk meg.

284. Legyen az A σ-algebra maximális eleme X , és legyenek ν és µ mértékek
A-n.

(i) Mutassuk meg, hogy létezik egy maximális ν-mértékű S ∈ A halmaz,
amelyre µ(S) = 0.

(ii) Bizonyítsuk be, hogy ha ν σ-véges, akkor van olyan X = A ∪ S felbontás,
hogy ν abszolút folytonos µ-re nézve A-n, és µ(S) = 0.

285. Legyen az A σ-algebra maximális eleme X , és legyenek α és β véges mér-
tékek A-n. A

dα

dα+ dβ
=

dα/dβ

(dα/dβ) + 1

formális átalakítás azt sugallja, hogy ha α abszolút folytonos β-ra nézve, és f az
α mérték Radon–Nikodym-deriváltja β-ra nézve, akkor f/(f + 1) az α mérték
Radon–Nikodym-deriváltja α+ β-ra nézve. Igaz-e ez az állítás?

Hogyan határozhatjuk meg α Radon–Nikodym-deriváltját α+ β-ra nézve, ha
α nem abszolút folytonos β-ra nézve?
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13. Szingularitás

Definíciók és egyéb tudnivalók

Legyen (X,A, µ) mértéktér, és legyen ϑ előjeles mértékA-n. Azt mondjuk, hogy
ϑ szinguláris µ-re nézve, ha van olyan N ∈ A halmaz, hogy µ(N) = 0, és
ϑ(A \N) = 0 teljesül minden A ∈ A halmazra.

A ϑ előjeles mérték Lebesgue-felbontása µ-re nézve a ϑ = α + σ előállítás,
ahol α a µ-re nézve abszolút folytonos, a σ pedig a µ-re nézve szinguláris előjeles
mérték A-n.

Nem nehéz belátni, hogy ha ϑ σ-véges (azaz ha X előáll megszámlálhatóan
sok véges ϑ-mértékű halmaz uniójaként), akkor ϑ-nak van Lebesgue-felbontása
µ-re nézve. (Lásd a 286. feladatot.)

Könnyű belátni, hogy ha a Lebesgue-felbontás létezik, akkor egyértelmű (lásd
a 287. feladatot).

Az f : [a, b] → R függvényt szingulárisnak nevezünk, ha korlátos változású,
és f ′(x) = 0 m.m. [a, b]-ben.

Ha az f függvény értelmezve van az a ∈ R pont egy jobb oldali környeze-
tében, akkor f(a + 0)-val jelöljük a lim

x→a+0
f féloldali határértéket (feltéve, hogy

létezik). Az f(a − 0) jelölés értelmezése hasonló. Ha az f függvény értelmezve
van az a ∈ R pont egy környezetében, akkor uf (a)-val jelöljük f ugrását az a
pontban, vagyis az f(a + 0) − f(a − 0) különbséget, feltéve, hogy a féloldali
határértékek léteznek és végesek.

Az f : [a, b] → R függvényt tiszta ugrófüggvénynek nevezünk, ha korlátos
változású, és minden a ≤ c < d ≤ b-re

f(d)− f(c) = (f(c+ 0)− f(c)) +
∑

x∈D∩(c,d)

uf (x) + (f(d)− f(d− 0)), (12)

ahol D jelöli f szakadási pontjainak halmazát.

Legyen X rögzített nemüres halmaz, és legyen µ(A) = |A|, ha A ⊂ X véges, és
µ(A) = ∞, ha A ⊂ X végtelen. Ekkor µ mérték P (X)-en, amelyet (az X-hez
tartozó) számosságmértéknek nevezünk.

Feladatok

286. Legyen (X,A, µ) mértéktér, és legyen ϑ előjeles mérték A-n. Bizonyít-
suk be, ha ϑ σ-véges (azaz ha X előáll megszámlálhatóan sok véges ϑ-mértékű
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64 13. Szingularitás

halmaz uniójaként), akkor ϑ-nak van Lebesgue-felbontása µ-re nézve.

287. Legyen (X,A, µ) mértéktér, és legyen ϑ előjeles mérték A-n. Bizonyítsuk
be, hogy ha ϑ-nak van Lebesgue-felbontása µ-re nézve, akkor ez egyértelmû.

288. Legyen µ a számosságmérték, λ pedig a Lebesgue-mérték R-en.
(i) Mi λ Lebesgue-felbontása µ-re nézve? (ii) Van-e µ-nek Lebesgue-felbontása
λ-ra nézve?

289. Legyen A σ-algebra, legyen A maximális eleme X , legyenek továbbá µ és
ν mértékek A-n. Bizonyítsuk be, hogy ν akkor és csak akkor szinguláris µ-re
nézve, ha minden ε > 0-ra van A ∈ A úgy, hogy µ(A) < ε és ν(X \A) < ε.

290. Bizonyítsuk be, hogy ha f és g szingulárisak [a, b]-ben, akkor f + g, f · g,
és tetszőleges c ∈ R-re c · f is szinguláris [a, b]-ben.

291. Legyen f : [a, b] → R monoton növő és balról folytonos. Bizonyítsuk be,
hogy az alábbi állítások ekvivalensek:

(i) f szinguláris.
(ii) Van olyan A ⊂ [a, b] halmaz, hogy λ([a, b] \A) = 0 és λ(f(A)) = 0.

(iii) A µf Lebesgue–Stieltjes-mérték szinguláris λ-ra nézve.

292. Bizonyítsuk be, hogy a monoton növő f : [a, b] → R függvény akkor és
csak akkor tiszta ugrófüggvény, ha

f(b)− f(a) = (f(a+ 0)− f(a)) +
∑

x∈D∩(a,b)

uf (x) + (f(b)− f(b− 0)),

ahol D jelöli f szakadási pontjainak halmazát.

293. Bizonyítsuk be, hogy minden monoton növő tiszta ugrófüggvény szingulá-
ris.

294. Bizonyítsuk be, hogy minden monoton növő f : [a, b]→ R függvény előál-
lítható g+h alakban, ahol g, h is monoton növő függvények, g folytonos, h pedig
tiszta ugrófüggvény.

295. Bizonyítsuk be, hogy minden korlátos változású f : [a, b] → R függvény
előállítható g + h alakban, ahol g abszolút folytonos és h szinguláris. Mutassuk
meg, hogy az előállítás konstans összeadandóktól eltekintve egyértelmű.

296. Legyen f monoton növő, folytonos és szinguláris függvény [a, b]-ben, és
legyen E∞ = {x ∈ (a, b) : f ′(x) =∞}. Bizonyítsuk be, hogy

(i) λ([f(a), f(b)] \ f(E∞)) = 0, és
(ii) µf ([a, b] \ E∞) = 0.

297. Konstruáljunk olyan pontokat, amelyekben a Cantor-függvény deriváltja vég-
telen. Lehet egy ilyen pont racionális?
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14. Differenciálás

Definíciók és egyéb tudnivalók

Legyen f : [a, b] → R. Ha c ∈ [a, b), akkor az f függvény c pontbeli jobb oldali
deriváltját f ′+(c) jelöli, tehát

f ′+(c) = lim
x→c+0

f(x)− f(c)

x− c
.

Hasonlóan, c ∈ (a, b] esetén

f ′−(c) = lim
x→c−0

f(x)− f(c)

x− c
.

Azt mondjuk, hogy az x0 ∈ R pont a H ⊂ R halmaznak sűrűségi pontja, ha
lim

h→0+0
λ(H ∩ (x0−h, x0 +h)/(2h) = 1. Könnyű belátni, hogy x0 akkor és csak

akkor sűrűségi pontja H-nak, ha az f(x) = λ(H ∩ [a, x]) függvény deriváltja az
x0 pontban 1-gyel egyenlő. (Az a pontot tetszőlegesen választhatjuk.)

Az f : (a, b) → R függvény approximatíve folytonos az x0 ∈ (a, b) pontban, ha
minden ε > 0-ra lim

h→0+0

1
2h ·λ({x ∈ (x0−h, x0 +h) : |f(x)−f(x0)| ≥ ε}) = 0.

Az F : R→ R függvény az f : R→ R függvény primitív függvénye, ha F ′(x) =
f(x) minden x ∈ R-re.

Feladatok

298. Legyen

f(x) =

{
sin(1/x), ha x 6= 0,
0, ha x = 0,

és g(x) =

{
cos(1/x), ha x 6= 0,
0, ha x = 0.

Bizonyítsuk be, hogy f -nek és g-nek van primitív függvénye R-en, de f2-nek és
g2-nek nincs.

299. Legyen f(x) = x−1/2 sin(1/x), ha x 6= 0, és legyen f(0) = 0. Mutassuk
meg, hogy f -nek van primitív függvénye R-en, de van olyan g : R→ R folytonos
függvény, hogy f · g-nek nincs primitív függvénye R-en.

300. Legyen f : R → R Lebesgue-mérhető. Bizonyítsuk be, hogy ha f lokálisan
korlátos (azaz minden pontnak van olyan környezete, amelyben korlátos) és min-
den pontban approximatíve folytonos, akkor f -nek van primitív függvénye R-en.
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66 14. Differenciálás

(Később látni fogjuk, hogy f mérhetőségének a feltételére nincs szükség, mert az
következik az approximatív folytonosságból. Lásd a 332. feladatot.)

301. Legyen f : [a, b]→ R tetszőleges függvény. Bizonyítsuk be, hogy f szigorú
lokális szélsőértékhelyeinek halmaza megszámlálható.

302. Legyen f : [a, b] → R tetszőleges függvény. Bizonyítsuk be, hogy azon c
pontok halmaza, amelyekben f jobbról és balról is differenciálható és f ′−(c) 6=
f ′+(c), megszámlálható.

303. Bizonyítsuk be, hogy ha f : [a, b] → R monoton növő, akkor m.m. diffe-
renciálható (Lebesgue tétele).

304. Legyen f : [a, b] → R korlátos változású. Bizonyítsuk be, hogy f m.m.
differenciálható [a, b]-ben, és az f ′ függvény Lebesgue-integrálható [a, b]-n.

305. Tegyük fel, hogy a
∞∑
n=1

fn függvénysor pontonként konvergens az [a, b] in-

tervallumon, ahol fn : [a, b] → R monoton növő függvények (n = 1, 2, . . .).

Bizonyítsuk be, hogy ha
∞∑
n=1

fn = f , akkor
∞∑
n=1

f ′n = f ′ m.m. [a, b]-n (Fubini

tétele).

306. Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges H ⊂ R mérhető halmazra m.m. x ∈ H
pont sűrűségi pontja H-nak.

307. Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges H ⊂ R halmazra m.m. x ∈ H pont sű-
rűségi pontja H-nak. (Vagyis az előző feladatban a mérhetőség feltételére nincs
szükség.)

308. Konstruáljunk olyan szigorúan monoton folytonos függvényt R-en, amely-
nek a deriváltja m.m. nulla.

309. Legyenek fn : [a, b] → R korlátos változású függvények (n = 1, 2, . . .).

Tegyük fel, hogy
∞∑
n=1

V (fn; [a, b]) < ∞. Bizonyítsuk be, hogy ha a
∞∑
n=1

fn függ-

vénysor legalább egy x ∈ [a, b] pontban konvergens, akkor mindenütt konvergens

[a, b]-ben, és ha az összege f , akkor
∞∑
n=1

f ′n = f ′ m.m. [a, b]-n.

310. Legyen g : [a, b] → R Lebesgue-integrálható, és legyen f(x) =

∫ x

a
g dλ

minden x ∈ [a, b]-re. Bizonyítsuk be, hogy f ′ = g m.m. [a, b]-ben.

311. Legyen f : [a, b] → R abszolút folytonos. Bizonyítsuk be, hogy f m.m.

differenciálható, f ′ Lebesgue-integrálható [a, b]-n, és f(x) = f(a) +

∫ x

a
f ′ dλ
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Feladatok 67

minden x ∈ [a, b]-re.

312. Bizonyítsuk be, hogy minden szinguláris függvény előáll két monoton szin-
guláris függvény különbségeként.

313. Legyen f : [a, b] → R differenciálható. Bizonyítsuk be, hogy a következő
állítások ekvivalensek:

(i) f korlátos változású.
(ii) f abszolút folytonos.

(iii) f ′ Lebesgue-integrálható [a, b]-n.

314. Bizonyítsuk be, hogy ha az f : R → R függvénynek van primitív függvé-
nye, és ha f -nek az x0 pontban lokális szélsőértéke van, akkor f approximatíve
folytonos x0-ban.

315. Jelölje f ′s(x) az f függvény szimmetrikus deriváltját az x pontban, tehát
legyen

f ′s(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x− h)

2h
,

feltéve, hogy a limesz létezik.
Bizonyítsuk be, hogy ha f a Cantor-függvény, akkor minden x ∈ (0, 1)-re

f ′s(x) = 0 vagy f ′s(x) =∞.

316. Van-e olyan folytonos és nem-konstans függvény [a, b]-n, amelyre minden
x ∈ [a, b] pontban f ′(x) = 0 vagy f ′(x) = ∞? És ha a folytonosságot nem
követeljük meg? És ha a folytonosságot nem követeljük meg, de a függvény sem-
milyen intervallumban nem lehet konstans?
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15. Mértékek differenciálása

Definíciók és egyéb tudnivalók

Azt mondjuk, hogy az x0 ∈ Rp pont a H ⊂ Rp halmaz sűrűségi pontja, ha

lim
r→0

λ(H ∩B(x, r))

λ(B(x, r))
= 1.

A sűrűségi tétel azt állítja, hogy tetszőlegesH ⊂ Rp halmazra teljesül, hogy m.m.
x ∈ H pont sűrűségi pontja H-nak. (Lásd a 329. feladatot.)

Legyen G ⊂ Rp nyílt és f : G → R. Az f függvény approximatíve folytonos az
x0 pontban, ha minden ε > 0-ra lim

r→0+0

1
λ(B(x0,r))

· λ({x ∈ B(x0, r) : |f(x) −
f(x0)| ≥ ε}) = 0.

Legyen f : G → R Lebesgue-integrálható, ahol G ⊂ Rp nyílt. Azt mond-
juk, hogy az x0 pont az f függvény Lebesgue-pontja, ha r → 0 + 0 esetén

1
λ(B(x0,r))

∫
B(x0,r)

|f(x)− f(x0)| dλ→ 0.

Lebesgue tétele azt állítja, hogy ha G ⊂ Rp nyílt és f : G → R Lebesgue-
integrálható, akkor λ-m.m. x0 ∈ G pont Lebesgue-pontja f -nek. (Lásd a 323.
feladatot.)

Legyen x ∈ Rp, és legyen ϑ olyan halmazfüggvény, amely értelmezve van a
B(x, r) gömbökön minden elég kis r-re. A

lim
r→0+0

ϑ(B(x, r))

λ(B(x, r))

határértéket (amennyiben létezik)
dϑ

dλ
(x)-szel jelöljük, és a ϑ halmazfüggvény λ

szerinti deriváltjának nevezzük.

Nyilvánvaló, hogy x0 akkor és csak akkor sűrűségi pontja a H ⊂ Rp halmaznak,

ha
dϑ

dλ
(x0) = 1, ahol ϑ(A) = λ(H ∩A) minden A ⊂ Rp Borel-halmazra.

Gyakran használható Lindelöf24 lefedési tétele: ha G nyílt halmazok tetszőleges
rendszere Rp-ben, akkor G-ből kiválasztható megszámlálhatóan sok halmaz, ame-
lyek lefedik

⋃
G-t.

24Ernst Lindelöf (1870–1946) finn matematikus.
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Feladatok 69

Ezt így láthatjuk be. Legyen B1, B2, . . . az Rp-beli racionális gömbök egy
felsorolása. Legyen I azon i indexek halmaza, amelyekhez van olyan G ∈ G,
hogy Bi ⊂ G. Válasszunk ki minden i ∈ I-hez egy Gi ∈ G halmazt, amelyre
Bi ⊂ Gi. Ekkor a Gi (i ∈ I) halmazok lefedik

⋃
G-t. Valóban, minden x ∈⋃

G-re van olyan G ∈ G, hogy x ∈ G. Mivel G nyílt, ezért van olyan B nyílt
gömb, hogy x ∈ B ⊂ G. A B gömb középpontját kicsit eltolva és a sugarát
lecsökkentve feltehetjük, hogy a gömb racionális, azaz B = Bi valamely i-re.
Ekkor x ∈ Bi ⊂ Gi, amivel az állítást beláttuk.

A következő lefedési tétel az ún. Vitali-féle és az ún. Besicovitch25-féle lefedési
tételek egyszerűsített variánsa:

Rp-beli gömbök bármely véges G rendszeréből kiválaszthatunk egy olyan disz-
junktF részrendszert, hogyF minden elemét a középpontjából 3-szorosára nyújt-
va, az így kapott gömbök lefedik

⋃
G-t.

A tétel bizonyítását lásd a 321. feladatban. A fenti lefedési tételből egyszerűen
levezethető az ún. maximál-egyenlőtlenség (lásd a 322. feladatot). Ez azt állítja,
hogy ha µ Borel-mérték Rp-n, t > 0 és

Ht = {x ∈ Rp : ∃ r > 0, µ(B(x, r))/λ(B(x, r)) > t},

akkor
λ(Ht) ≤ 3p · µ(Rp)/t. (13)

Ebből azonnal adódik a függvényekre vonatkozó maximál-egyenlőtlenség: ha
f : Rp → R nemnegatív mérhető függvény, t > 0 és

Ht =

{
x ∈ Rp : ∃ r > 0,

1

λ(B(x, r))
·
∫
B(x,r)

f dλ > t

}
,

akkor
λ(Ht) ≤ (3p/t) ·

∫
Rp
f dλ. (14)

Feladatok

317. Legyen G ⊂ Rp nyílt, f : G→ R Lebesgue-integrálható, és legyen ϑ(A) =∫
A
f dλ minden A ⊂ G Borel-halmazra. Tekintsük az alábbi állításokat, ahol

x0 ∈ G egy rögzített pont:

(i) Az x0 pont Lebesgue-pontja f -nek.
(ii) Az f függvény approximatíve folytonos az x0 pontban.

25Abram Szamojlovics Besicovitch (1891–1970) orosz matematikus.
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70 15. Mértékek differenciálása

(iii)
dϑ

dλ
(x0) = f(x0).

Bizonyítsuk be, hogy (i)=⇒(ii) és (i)=⇒(iii).

318. Legyen G ⊂ Rp nyílt, legyen f : G → R Lebesgue-integrálható, és tegyük
fel, hogy f korlátos x0 egy környezetében. Bizonyítsuk be, hogy az x0 pont
akkor és csak akkor Lebesgue-pontja f -nek, ha f approximatíve folytonos az x0
pontban.

319. Legyen f(x) = sin(1/x), f(0) = 0 és F (x) =

∫ x

0
f dλ (x ∈ R). Bi-

zonyítsuk be, hogy F ′ = f mindenütt, de az x = 0 pont nem Lebesgue-pontja
f -nek, és f nem approximatíve folytonos 0-ban. (Tehát a 317. feladatban szerep-
lő tulajdonságokra a (iii)=⇒(i) és (iii)=⇒(ii) implikációk nem igazak általában,
még korlátos függvényekre sem.)

320. Legyen G ⊂ Rp nyílt és f : Rp → R mérhető. Bizonyítsuk be, hogy f
akkor és csak akkor approximatíve folytonos az x0 ∈ G pontban, ha van olyan
H mérhető halmaz, hogy x0 sűrűségi pontja H-nak, x0 ∈ H , és f a H halmazra
szorítkozva folytonos x0-ban.

321. Legyen G = {Bi : i = 1, . . . , n} gömbök egy tetszőleges véges rendszere
Rp-ben. Legyen Bi = B(ai, ri) (i = 1, . . . , n), ahol r1 ≥ r2 ≥ . . . ≥ rn > 0.
Válasszunk ki egy F részrendszert a következőképpen. LegyenB1 ∈ F és i1=1.
Ha G-ben van Bi1-től diszjunkt gömb, akkor legyen i2 a legkisebb index, amelyre
Bi2 ∩Bi1 = ∅, és tegyükBi2-t F-be. Ha G-ben vanBi1 ∪Bi2-től diszjunkt gömb,
akkor legyen i3 a legkisebb index, amelyre Bi3 ∩ (Bi1 ∪Bi2) = ∅, és tegyük Bi3-
at F-be. Folytassuk az eljárást amíg lehet. Legyen az így kapott részrendszer
F = {Bi1 , Bi2 , . . . , Bis}. Bizonyítsuk be, hogy ha a Bij gömbök mindegyikét a

középpontjából 3-szorosára nyújtjuk, akkor az így kapott gömbök lefedik
⋃
G-t.

322. Lássuk be a maximál-egyenlőtlenséget. Legyen µ Borel-mérték Rp-n, t > 0
és Ht = {x ∈ Rp : ∃ r > 0, µ(B(x, r))/λ(B(x, r)) > t}. Mutassuk meg, hogy

λ(Ht) ≤ 3p · µ(Rp)/t. (15)

323. Legyen G ⊂ Rp nyílt, és legyen f : Rp → R Lebesgue-integrálható. Fel-
használva a függvényekre vonatkozó maximál-egyenlőtlenséget, valamint azt a
tényt, hogy f jól közelíthető folytonos függvényekkel, bizonyítsuk be, hogy f -
nek m.m. x ∈ Rp pont Lebesgue-pontja (Lebesgue tétele).

324. Legyen G ⊂ Rp nyílt, legyen ϑ véges előjeles mérték G Borel-halmazain.

Bizonyítsuk be, hogy ha ϑ abszolút folytonos λ-ra nézve, akkor a g(x) =
dϑ

dλ
(x)
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limesz létezik λ-m.m. x ∈ G-re, g Lebesgue-integrálható G-n, és ϑ(A) =∫
A
g dλ minden A ⊂ G Borel-halmazra.

325. Legyen G ⊂ Rp nyílt, és legyen ϑ véges előjeles mérték G Borel-részhal-

mazain. Bizonyítsuk be, hogy ha ϑ szinguláris λ-ra nézve, akkor
dϑ

dλ
(x) = 0

λ-m.m. x ∈ G-re.

326. Legyen G ⊂ Rp nyílt, és legyen ϑ véges előjeles mérték G Borel-részhal-
mazain. Bizonyítsuk be, hogy

(i) az f(x) =
dϑ

dλ
(x) derivált létezik λ-m.m. x ∈ G-re,

(ii) az f függvény Lebesgue-integrálható G-n, és

(iii) ϑ Lebesgue-felbontása λ-ra nézve α+σ, ahol α(A) =

∫
A
f dλ (A ∈ B(G))

és σ = ϑ− α.

327. Legyen G ⊂ Rp nyílt, és legyen ϑ előjeles mérték G Borel-részhalmazain.

Bizonyítsuk be, hogy ha
dϑ

dλ
(x) = 0 λ-m.m. x ∈ G-re, akkor ϑ szinguláris λ-ra

nézve.

328. Legyen G ⊂ Rp nyílt, és legyen ϑ tetszőleges előjeles mérték G Borel-

részhalmazain. Bizonyítsuk be, hogy a (véges vagy végtelen)
dϑ

dλ
derivált λ-m.m.

x ∈ G-re létezik.

329. Bizonyítsuk be, hogy bármely H ⊂ Rp halmazra teljesül, hogy λ-m.m.
x ∈ H-ra lim

r→0+0
λ(H ∩B(x, r))/λ(B(x, r)) = 1 (Sűrűségi tétel).

330. Bizonyítsuk be, hogy a H ⊂ Rp halmaz akkor és csak akkor mérhető, ha
λ-m.m x /∈ H pontra lim

r→0+0
λ(H ∩B(x, r))/λ(B(x, r)) = 0.

331. Tegyük fel, a H ⊂ Rp halmaz m.m. x pontjára

lim sup
r→0+0

λ(H ∩B(x, r))

λ(B(x, r))
> 0.

Bizonyítsuk be, hogy a H halmaz mérhető.

332. Legyen G ⊂ Rp nyílt. Bizonyítsuk be, hogy egy f : G → R függvény
akkor és csak akkor Lebesgue-mérhető, ha f m.m. x0 ∈ G pontban approximatíve
folytonos.

333. Jelöljük C-vel azon Rp-beli konvex halmazok rendszerét, melyek belseje
nem üres. Bizonyítsuk be, hogy C bármely F részrendszerének az uniója mérhető
(akkor is, ha F nem megszámlálható).
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1. Írjuk fel az E halmazt az Ai halmazok és halmazelméleti műveletek segítsé-
gével.

2. Fejezzük ki a lim inf
n→∞

An és lim sup
n→∞

An halmazokat az An halmazok és hal-

mazelméleti műveletek segítségével.

3. Mivel χAn minden értéke 0 vagy 1, ezért lim sup
n→∞

χAn(x) = 1 ha χAn(x) = 1

végtelen sok n-re, és lim sup
n→∞

χAn(x) = 0 egyébként.

4. A ∩B = A \ (A \B); A \B = A \ (A ∩B).

5. Mutassuk meg, hogy P (X) elemei a szimmetrikus differenciára mint össze-
adásra nézve Abel-csoportot alkotnak, amelyben az üres halmaz a nullelem, és
minden elem ellentettje önmaga. A metszetképzéssel együtt pedig egy (kommu-
tatív) gyűrűt kapunk P (X)-en. Ezek után a feladat megoldásához azt kell ellen-
őrizni, hogy az unió és a különbség kifejezhető a szimmetrikus differenciával és
a metszettel.

6. Az (A \ B) ∩ (C \ D) = (A ∩ C) \ (B ∪ D) azonosság mutatja, hogy a
B = {A \ B : A,B ∈ H} halmazrendszer zárt a metszetképzésre. Be kell még
látni, hogy haA,B,C,D ∈ A, akkor (A\B)\(C \D) előáll véges sok diszjunkt
B-beli halmaz uniójaként. Ennek bizonyításához feltehető D ⊂ C. A szereplő
U \ V különbségeket írjuk fel U ∩ V c alakban, ahol V c a V halmaznak egy, a
szereplő halmazok mindegyikénél bővebb halmazra vonatkozó komplementerét
jelöli.

7. Legyenek U, V,W független halmazok. (Ez azt jelenti, hogy az U ∪ V ∪
W halmaz pontjait U, V és W együttesen nyolc nem üres részre osztják. Vagy
precízebben: bármely (ε1, ε2, ε3) 0−1-sorozatra van olyan x ∈ U ∪V ∪W pont,
hogy χU (x) = ε1, χV (x) = ε2 és χW (x) = ε3.) Mutassuk meg, hogy ekkor
az U, V,W által generált H hálóra az {A \ B : A,B ∈ H} halmazrendszer nem
modulus.

8. Ha az A,B ⊂ Z halmazok periodikusak a p, illetve q periódussal, akkor A \
B,A ∪B periodikusak a p · q periódussal.

9. Mutassuk meg, hogy a páros egész számok minden részhalmaza előáll mint
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két sűrűséggel rendelkező halmaz metszete.

10. Ha A,B ⊂ X , akkor A \ (X \B) = A ∩B, A ∪ (X \B) = X \ (B \A).

11. 22
n−1.

12. Lássuk be először, hogy az N halmaz minden egyelemű részhalmaza eleme a
generált gyűrűnek. Mi következik ebből a gyűrű tulajdonságai alapján?

13. A generált gyűrű minden eleme rendelkezik azzal a tulajdonsággal, hogy
minden függőleges egyenessel való metszete véges, sőt korlátos elemszámú.

14. Mutassuk meg, hogy azA véges sok elemével lefedhető halmazok gyűrűt al-
kotnak, azAmegszámlálhatóan sok elemével lefedhető halmazok pedig σ-gyűrűt
alkotnak.

15. A 0-ra szimmetrikus halmazok σ-gyűrűt alkotnak.

16. Azon halmazok, amelyek elemei az A valamely véges (megszámlálható)
részrendszere által generált gyűrűnek, gyűrűt (σ-gyűrűt) alkotnak.

17. Olyan algebrákat kell keresnünk, amelyek metszetének nincs maximális ele-
me. A keresett algebrák maximális elemei csak végtelen halmazok lehetnek.

18. Tegyük fel, hogy azA által generált gyűrű nem algebra. Legyen B egy tetsző-
legesA-t tartalmazó algebra, és legyen Y egy

⋃
B-nél szigorúan bővebb halmaz.

Mutassuk meg, hogy van olyan A-t tartalmazó algebra, amelynek
⋃
B nem ele-

me. Így B nem lehet a legszűkebb A-t tartalmazó algebra.

19. Ellenőrizzük, hogy P1(H) bármely két elemének a különbsége vagy P1(H)-
beli, vagy pedig előáll mint két diszjunkt P1(H)-beli halmaz uniója.

20. Alkalmazzunk n szerinti indukciót, ezen belül pedig k szerinti indukciót.

21. Annak bizonyítására, hogy a megadott halmazrendszer gyűrű, használjuk fel
az előző feladat állítását.

22. Mutassuk meg, hogy ha A,B nemüres halmazok, A ⊂ B és B \ A legalább
kételemű, akkor azA = {∅, A,B} halmazrendszert tartalmazó félgyűrűk metsze-
te A, de A nem félgyűrű. Így nem létezik legszűkebb A-t tartalmazó félgyűrű.

23. Az (A × B) ∩ (C ×D) = (A ∩ C) × (B ∩D) azonosság mutatja, hogy a
C = {A × B : A ∈ A, B ∈ B} halmazrendszer zárt a metszetképzésre. Lássuk
be, hogy ha A,B ∈ A és C,D ∈ B, akkor (A × B) \ (C ×D) előáll véges sok
diszjunkt C-beli halmaz uniójaként.

24. Alkalmazzuk az előző feladat állítását.

25. Ha f konstans az A halmazon és g konstans a B halmazon, akkor f + g és
c · f konstans az A ∩B halmazon.

26. Első lépésként mutassuk meg, hogy R-ben csak véges sok atom van. (Egy
A ∈ R halmaz atom, ha minden B ∈ R halmazra A ⊂ B vagy A ∩ B = ∅.)
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Majd lássuk be, hogy R minden eleme tartalmaz atomot. Végül bizonyítsuk be,
hogy mindenR-beli halmaz atomok uniója.

27. Az állítás félgyűrűre és modulusra igaz, hálóra nem.

28. Feltehetjük, hogy H a legszűkebb A-t tartalmazó monoton osztály. Elég
belátni, hogy H gyűrű. (Mert ekkor σ-gyűrű is.) Legyen A ∈ A rögzített. Első
lépésként vegyük észre, hogy ha H′ jelöli azon E ∈ H halmazok rendszerét,
amelyekre E ∩ A, E ∪ A, E \ A mindegyike H-ban van, akkor H′ monoton
osztály.

29. Lássuk be először, hogy haA egy mindkét irányban végtelen számtani sorozat
d differenciával, akkor szükségképpen µ(A) = 1/d.

30. Bontsuk fel X-et véges sok diszjunkt halmaz uniójára úgy, hogy mindegyik
Ai halmaz előálljon mint ezek közül néhány uniója. (Használjuk fel ehhez a 11.
feladat megoldásában szereplő halmazokat.) Mutassuk meg, hogy ezek között van
olyan, ami több, mint 100 db Ai-nek részhalmaza.

31. A ϑ halmazfüggvény additivitása nyilvánvaló. A definíciók alkalmazásával
azonnal megkapjuk π, ν és τ értékeit. Az ellenőrizendő egyenlőségek az a =
a+ − a− és |a| = a+ − a− összefüggésekből adódnak.

32. (i) Legyen A háló, és legyenek A1, . . . , An páronként diszjunkt A-beli hal-
mazok, amelyekre A = A1 ∪ . . . ∪ An ∈ A. A π halmazfüggvény additivitásá-

nak bizonyítását bontsuk két részre: a π(A) ≤
n∑
i=1

π(Ai) és π(A) ≥
n∑
i=1

π(Ai)

egyenlőtlenségeket lássuk be egyenként. (ii) Legyen A modulus. Ha A ∈ A és
ϑ(A) véges, akkor a ϑ(A) = π(A) − ν(A) egyenlőséget bizonyítandó induljunk
ki abból, hogy ϑ(B) = ϑ(A)−ϑ(A\B) mindenB ⊂ A-ra. (iii) megoldását ismét
bontsuk szét a τ(A) ≤ π(A) + ν(A) és a τ(A) ≤ π(A) + ν(A) egyenlőtlenségek
bizonyítására.

33. Legyen A = A1 ∪ . . . ∪ An, ahol A,A1, A2 . . . ∈ P2(H), és az A1, . . . , An
téglák páronként diszjunktak. Legyenek azAi tégla csúcspontjai ai, bi, ci, di, ahol

ai a bal alsó csúcspont, di pedig a jobb felső csúcspont. Ekkor
n∑
i=1

µ(Ai) =

n∑
i=1

(f(ai)− f(bi)− f(ci) + f(di)). Mutassuk meg, hogy jobb oldali összegben

minden tag kiesik, kivéve az A csúcspontjaihoz tartozó tagokat.

34. Legyen f(p) = µ(Ap) minden p ∈ (a1, b1] × (a2, b2] pontra, ahol Ap jelöli
azt a balról zárt, jobbról nyílt téglát, amelynek (a1, a2) a bal alsó csúcspontja, p
pedig a jobb felső csúcspontja. Legyen továbbá f = 0 a T tégla vízszintes alsó és
függőleges oldalán. Mutassuk meg, hogy ekkor µ = µf .

35. Mutassuk meg, hogy ha (i) igaz, akkor a g(x) = f(x, a2) és h(y) = f(a, y)−
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f(a1, b1) függvények kielégítik a feltételeket.

36. Az akkor állítás bizonyításához mutassuk meg, hogy tetszőleges T =[a1, b1]×

[a2, b2] ⊂ G téglához van olyan (u, v) ∈ T pont, hogy µf (T ) =
∂2f

∂x∂y
(u, v). A

csak akkor állítás bizonyításához mutassuk meg, hogy tetszőleges (u, v) ∈ G
pontra

∂2f

∂x∂y
(u, v) = lim

h→+0

µf ([u, u+ h)× [v, v + h))

h2
.

37. (i) Alkalmazzuk a 21. feladat állítását. (ii) A 25. feladat állítása szerint L(A)
vektortér. Legyen f ∈ L(A), és legyenek A1, . . . , An ∈ A páronként diszjunkt
halmazok, melyekre f(x) = ai, ha x ∈ Ai (i = 1, . . . , n), és f(x) = 0, ha
x ∈ X \A, ahol A = A1 ∪ . . . ∪An. Definiáljuk f „integrálját” az∫

X
f dµ =

n∑
i=1

ai · µ(Ai)

képlettel. Mutassuk meg, hogy ez jóldefiniált, és az integrál egy Λ: L(A) → R
lineáris függvényt definiál az L(A) vektortéren.

Terjesszük ki Λ-t lineárisan az L(P (X)) függvényhalmazra. Ha a kiterjesztés
M , akkor A 7→M(χA) (A ⊂ X) a µ egy megfelelő kiterjesztése lesz.

38. Az állítás igaz. Bizonyítsuk először a H = R2 esetet. Az általános eset
bizonyításához használjuk fel a 37. feladat állítását.

39. Az elégségesség bizonyításához gondoljuk meg, hogy ha A eleme a gene-

rált gyűrűnek, akkor χA előáll
n∑
i=1

aiχAi alakban, ahol A1, . . . , An ∈ H és

a1, . . . , an, a ∈ Z. Definiáljuk ϑ kiterjesztését az ϑ(A) =
n∑
i=1

aiϑ(Ai) kép-

lettel. A definíció értelmességéhez be kell látni, hogy (1) teljesülése esetén, ha
n∑
i=1

aiχAi =

k∑
j=1

bjχBj , akkor
n∑
i=1

aiϑ(Ai) =

k∑
j=1

bjϑ(Bj). Bizonyítsuk a kö-

vetkező állítást: ha A1, . . . , An, A ∈ H, A1 ∪ . . . ∪ An ⊂ A, a1, . . . , an, a ∈ Z

és
n∑
i=1

aiχAi = aχA, akkor
n∑
i=1

aiϑ(Ai) = aϑ(A). Alkalmazzunk n szerinti

indukciót.
Ötlet egy másik megoldáshoz: a 6. feladat állítása szerint az A = {A \ B :

A,B ∈ H} halmazrendszer félgyűrű. A 37. feladat (i) állítása alapján elég
belátni, hogy ϑ additívan kiterjeszthető az A félgyűrűre. Mutassuk meg, hogy
a ϑ(A \ B) = ϑ(A) − ϑ(A ∩ B) definíció értelmes, azaz A,B,C,D ∈ H,

www.interkonyv.hu Hungarian Edition © Typotex

© Laczkovich Miklós



i
i

“MertekFeladatok_0706” — 2018/7/6 — 10:23 — page 76 — #76 i
i

i
i

i
i

76 Megoldási ötletek, válaszok

A \ B = C \ D esetén ϑ(A) − ϑ(A ∩ B) = ϑ(C) − ϑ(C ∩ D). Ezt bizonyí-
tandó tegyük fel először, hogy A ⊂ C, majd az általános esetet vezessük vissza
az A ⊂ C esetre. Annak bizonyításához, hogy az így definiált ϑ additív A-n,
mutassuk meg, hogy ha A ∈ A és H ∈ H, akkor ϑ(A) = ϑ(A∩H) + ϑ(A \H).

40. Tegyük fel, hogy (ii) nem igaz. Válasszunk egymás után olyan An halma-
zokat, amelyekre ϑn(An) 6= 0, és minden k < n-re vagy Ak ∩ An = ∅, vagy
pedig Ak ⊃ An. A Ramsey26-tétel27 alkalmazásával kapunk egy n1 < n2 < . . .
indexsorozatot úgy, hogy vagy Ani ∩ Anj = ∅ minden i < j-re, vagy pedig
An1 ⊃ An2 ⊃ . . .. Tekintsük a második esetet. Mutassuk meg, felhasználva (ii)
tagadását, hogy ekkor alkalmas Ani \Anj alakú halmazokra teljesül (i).

41. Azt kell megmutatni, hogy minden nyílt halmaz egyenlő az általa tartalmazott
racionális gömbök, illetve az általa tartalmazott racionális téglák uniójával.

42. Az (i) állítást bizonyítandó lássuk be, hogy minden tégla Borel-halmaz. Az
előző (41.) feladat állításának felhasználásával mutassuk meg, hogy minden nyílt
halmaz benne van a téglák rendszere által generált σ-gyűrűben.

43. Az (i) állítás bizonyításához használjuk fel, hogy minden tégla Fσ, majd al-
kalmazzuk a 41. feladat (i) állítását. A (ii) állítást vezessük vissza (i)-re, (iii)-at
(ii)-re és (iv)-et (iii)-ra.

44. Tegyük fel, hogy Q ∩ (a, b) =

∞⋂
n=1

Gn, ahol G1, G2, . . . nyíltak. Mutassuk

meg, hogy vannak egymásba skatulyázott In ⊂ Gn zárt intervallumok, melyekre
∞⋂
n=1

In egyetlen eleme sem racionális.

45. Induljunk ki a 44. feladat állításából. Lássuk be, hogy a (Q ∩ (0, 1))∪
((1, 2) \Q) halmaz egyszerre Fσδ és Gδσ, de nem Fσ és nem Gδ.

46. (i) Mutassuk meg, hogy bármely f : R → R függvényre az {x : ωf (x) < c}
halmaz nyílt minden c > 0-ra. (ii) Mutassuk meg, hogy bármely f : A → R
függvényre és minden c > 0-ra {x ∈ A : ωf (x) < c} = A ∩ G, ahol G egy
alkalmas nyílt halmaz.

47. Az állítás hamis, keressünk ellenpéldát.

48. Jelöljük f [x, y]-nal az (f(x) − f(y))/(x − y) differenciahányadost. Az f
függvény akkor és csak akkor differenciálható az x pontban, ha a lim

y→x
f [x, y]

véges határérték létezik. A határértékre vonatkozó Cauchy-kritérium szerint ez

26Frank P. Ramsey (1903–1930) angol filozófus, matematikus és közgazdász.
27Ramsey tétele azt állítja, hogy ha egy megszámlálhatóan végtelen X halmaz kétele-

mű részhalmazait két osztályba soroljuk, akkor van olyan végtelen Y ⊂ X halmaz, hogy
Y kételemű részhalmazai ugyanabba az osztályba tartoznak. Lásd [2, 14.1. Tétel, 177.
oldal].
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pontosan akkor teljesül, ha minden ε > 0-ra van olyan δ > 0, hogy |f [x, y] −
f [x, z]| < ε minden y, z ∈ (x − δ, x + δ) \ {x}-re. Írjuk fel ennek alapján a
D(f) halmazt olyan alakban, amelyből leolvashatjuk, hogy Borel-halmazról van
szó. Használjuk fel azt is, hogyD(f) része azon pontok halmazának, amelyekben
f folytonos, és hogy az utóbbi halmaz Borel a 46. feladat állítása szerint.

49. Legyen An,m,k =

{
x :

∣∣∣∣∣
m∑
i=n

fi(x)

∣∣∣∣∣ ≤ 1/k

}
minden n,m, k ∈ N+-ra. Írjuk

fel az A halmazt az An,m,k halmazok és halmazelméleti műveletek segítségével.

50. Vegyük észre, hogy An(x) lépcsősfüggvény minden n-re. Írjuk fel a vizs-
gált A halmazt az {x : |An(x) − (n/10)| < n/k} halmazok és halmazelméleti
műveletek segítségével.

51. Vegyük észre, hogy az {x : |An(x)−(n/10)| < n/k} halmaz csak véges sok
pontban különbözik egy zárt halmaztól minden n-re és k-ra. Vezessük le ebből,
hogy a kérdéses A halmaz csak egy megszámlálható halmazban különbözik egy
Fσδ halmaztól. Mutassuk meg, hogy ebből már következik, hogy A maga is Fσδ.

52. Legyenek B,C,D tetszőleges halmazok. Jelölje E azon x ∈ B elemek
halmazát, amelyekre teljesül, hogy ha x ∈ C, akkor x ∈ D. Gondoljuk meg,
hogy E = (B \ C) ∪ (B ∩D).

53. A 41. feladat (ii) állítása szerintA tartalmazzaG nyílt részhalmazait. Legyen
B = {A ⊂ Rp : G∩A ∈ A, G\A ∈ A}. Mutassuk meg, hogy B olyan σ-algebra,
amely tartalmazza Rp nyílt részhalmazait. Ebből következik, hogy B(Rp) ⊂ B.

54. Legyen
⋃
F = E. Bizonyítsuk be, hogy ha E nem zárt, akkor vannak olyan

F1, F2, . . . ∈ F halmazok, hogy
∞⋃
n=1

Fn = E.

55. Minden x ∈ Σ sorozatra jelöljük Lx-szel azon sorozatok halmazát, melyek
x folytatásai (az x sorozatot beleértve). Legyen F adott jólfundált fa, melynek
legalább két eleme van. Jelöljük E0-lal azon x ∈ F pontok halmazát, amelyekre
x hossza páros, és amelyekre létezik egy és csak egy olyan f : (Lx∩F )→ B(Rp)
leképezés, amelyre f(n1, . . . , nk) = Ank , valahányszor (n1, . . . , nk) ∈ Lx és
végpontja F -nek;

f(n1, . . . , nk) =
⋃
{f(n1, . . . , nk, i) : (n1, . . . , nk, i) ∈ F}

minden olyan (n1, . . . , nk) ∈ Lx ∩F -re, amely nem végpontja F -nek és amelyre
k páros, továbbá

f(n1, . . . , nk) =
⋂
{f(n1, . . . , nk, i) : (n1, . . . , nk, i) ∈ F}
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minden olyan (n1, . . . , nk) ∈ Lx ∩F -re, amely nem végpontja F -nek és amelyre
k páratlan. A feladat megoldásához azt kell igazolnunk, hogy ∅ ∈ E0.

Jelöljük E1-gyel azon x ∈ F pontok halmazát, amelyekre x hossza páratlan,
és amelyekre x∧i ∈ E0 minden i-re, ahol x∧i jelöli azt a sorozatot, amit úgy
kapunk x-ből, hogy folytatjuk az i taggal.

Mutassuk meg, hogy E0 ∪ E1 = F.

56. Jelöljük A-val azon Borel-halmazok rendszerét, amelyekre létezik F és f a
megadott tulajdonságokkal. Bizonyítsuk be, hogy A tartalmazza az Ai gömbö-
ket, továbbá tartalmazza bármely megszámlálhatóan sok elemének az unióját és a
metszetét. Az 53. feladat szerint ebből következik, hogy A = B(Rp).

57. A jólfundált fák halmaza kontinuum számosságú.

58. Olyan hálót keressünk, amelyben egyetlen halmazt sem lehet nem triviális
módon felbontani diszjunkt halmazok uniójára.

59. Olyan halmazrendszert keressünk, amelyben egyetlen halmazt sem lehet nem
triviális módon felbontani véges sok diszjunkt halmaz uniójára, de van olyan hal-
maz, amelynek van nem triviális felbontása megszámlálhatóan sok diszjunkt hal-
maz uniójára.

60. Ellenőrizzük, hogy a félgyűrűn értelmezett halmazfüggvényekre vonatkozó
analóg állítás bizonyítása minimális változtatással átvihető erre az esetre.

61. (i) Az
∞⋂
n=N

An halmazok növő sorozatot alkotnak, ezért az uniójuk mértéke

egyenlő a mértékük limeszével. (ii) Olyan példa is van, amelyben azAn halmazok
[0, 1] részintervallumai, lim inf

n→∞
An = ∅ és |An| = 1/2 minden n-re.

62. (i) Ha An ⊂ X , akkor lim sup
n→∞

An = X \ lim inf
n→∞

(X \ An). (ii) Olyan példa

is van, amelyben lim sup
n→∞

An = ∅ és µ(An) = 1 minden n-re.

63. Olyan intervallumokat kell konstruálni, amelyek együttesen [0, 1] minden
pontját végtelen sokszor lefedik.

64. A feladat az An halmazsorozat limsup-járól állítja, hogy nullmértékű. Hasz-
náljuk fel a limsup-halmaz képletét (lásd a 2. feladatot).

65. Az állítás még a pluszfeltétel mellett is hamis. Keressünk olyan ellenpéldát,
amelyben az An halmazok a [0, 1] részintervallumai.

66. Legyen µ(H) <∞. Fedjük le H-t P-beli halmazokkal úgy, hogy
∑

µ(An)

közel legyen µ(H)-hoz. Használjuk fel, hogy A jól vágja ketté az An halmazok
mindegyikét.

67. Ha µ 6≡ 0, akkor keressük az x pontot intervallumskatulyázással, olyan egy-
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másba skatulyázott intervallumok metszeteként, amelyek mértéke nem nulla.

68. µf pontosan akkor lesz külső mérték, amikor mérték, hiszen µf additív a
P1(I) félgyűrűn, és egy félgyűrűn értelmezett halmazfüggvény pontosan akkor
mérték, ha additív és külső mérték.

69. Ez a nulla pontra koncentrált ún. Dirac-mérték. Azaz µf (H) = 1, ha 0 ∈ H
és µf (H) = 0, ha 0 /∈ H .

70. A csak akkor állítást bizonyítandó lássuk be először, hogy ha H mérhető,
akkor előáll egy Gδ halmaz és egy nullmértékű halmaz különbségeként.

71. Az (i)=⇒(ii) implikáció bizonyításához alkalmazzuk a 68. feladat állítását.
Az (ii)=⇒(iii) implikáció ugyanúgy adódik, mint a 68. feladat megoldásában.

A következő megfigyelés segít olyan függvényt konstruálni, amely balról foly-
tonos (vagy akár folytonos), de amelyre ϑf nem előjeles mérték. Ha ϑf elője-
les mérték és xn ∈ I egy szigorúan monoton növő x-hez tartó sorozat, akkor

ϑf ([x1, x)) =
∞∑
n=1

ϑf ([xn, xn+1)). Amint azt az előjeles mérték definíciója után

megjegyeztük, ebből következik, hogy a
∞∑
n=1

ϑf ([xn, xn+1)) sor abszolút konver-

gens. Így
∞∑
n=1

|f(xn)−f(xn+1)|<∞.

Olyan függvény konstruálásához, amelyre (ii) teljesül, de (i) nem, lássuk be,
hogy ha f balról folytonos az I = [a, b] intervallumon és korlátos változású [c, b]-
n minden a < c < b-re, akkor ϑf előjeles mérték P1(I)-n.

72. Az (i)=⇒(ii) implikációt már beláttuk az előző (71.) feladat megoldásában.
A (ii)=⇒(iii) implikációt bizonyítsuk indirekt. Az (iii)=⇒(i) implikáció bizonyí-

tásához azt kell belátni, hogy ha [a0, b0) =
∞⋃
n=1

[an, bn) diszjunkt felbontás, akkor

ϑf ([a0, b0)) =

∞∑
n=1

ϑf ([an, bn)). Legyen S azon x ∈ [a0, b0] pontok halmaza,

amelyekre

ϑf ([a0, b0) ∩ [a0, x)) =
∞∑
n=1

ϑf ([an, bn) ∩ [a0, x)).

Mutassuk meg, hogy supS ∈ S és supS = b0.

73. Mivel π additív a 32. feladat szerint, ezért elég belátni, hogy külső mérték. A
ν-re vonatkozó állítás visszavezethető a π-re vonatkozó állításra, a τ -re vonatkozó
állítás pedig ezekből már világos.

74. Legyen T adott tégla, és jelöljük C-vel azon A Borel-halmazok rendszerét,
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amelyekre ϑ(A∩T ) = ξ(A∩T ). Mutassuk meg, hogy C tartalmaz minden T -beli
Borel-halmazt. Ennek bizonyításához alkalmazzuk a 28. feladat állítását.

A végességi feltétel nélkül az állítás nem igaz.

75. Jelöljük A-val azon A ∈ B(G) halmazok rendszerét, amelyekre teljesül a
feladat állítása. Azt kell megmutatni, hogy A = B(G). Ennek bizonyításához
alkalmazzuk a 53. feladat állítását.

76. Alkalmazzuk Hahn felbontási tételét.

77. Induljunk ki az előző (76.) feladat (i) állításából.

78. Keressünk egy olyan A gyűrűt, amelyen minden additív halmazfüggvény
automatikusan σ-additív. Keressünk A-n egy olyan additív halmazfüggvényt,
amelynek az A-t tartalmazó bármely σ-gyűrűre való σ-additív kiterjesztése fel
kell, hogy vegye a ∞ és −∞ értékek mindegyikét, amiről tudjuk, hogy lehetet-
len.

79. Az egyik irányban használjuk fel a ϑ = π−ν összefüggést, a másik irányban
pedig Hahn felbontási tételét.

80. Jelölje R az A által generált σ-gyűrűt, és tegyük fel, hogy az A ∈ R halmaz
lefedhető egy véges ϑ(A)-mértékű A-beli halmazzal. Legyen C azon B ∈ R
halmazok rendszere, amelyekre teljesül, hogy ϑ minden, előjeles mértékként R-
re való kiterjesztésének ugyanaz az értékeB∩A-ban. Mutassuk meg, felhasználva
az 28. feladatot, hogy C σ-gyűrű és tartalmazza A-t. Így C = R és A ∈ C, azaz
A-ra a kiterjesztés egyértelmű.

81. Egyik állítás sem igaz. Keressünk olyan ellenpéldát, amelyben A ⊂ B(R),
és µ olyanA-n értelmezett mérték, amely csak a 0 és 1 értékeket veszi fel, de nem
terjeszthető ki mértékként B(R)-re.

82. A kiterjesztés leírásához határozzuk meg a kiterjesztett előjeles mérték érté-
két minden egyelemű halmazban.

83. Elég megmutatni, hogy haB ∈ A és 0 < a < µ(B), akkor van olyanA ∈ A,
amelyre A ⊂ B és µ(A) = a. Ehhez először is mutassuk meg, hogy minden po-
zitív mértékű halmaz tartalmaz akármilyen kis pozitív mértékű halmazt. Konstru-
áljuk meg az A halmazt a kimerítés módszerével. Azaz keressünk egy „lehetőleg
nagymértékű” A1 ⊂ B halmazt, amelyre még µ(A1) < a. Utána keressünk egy
„lehetőleg nagymértékű”A2 ⊂ B\A1 halmazt, amelyre még µ(A1)+µ(A2) < a.
Folytassuk az eljárást, és mutassuk meg, hogy az A = A1 ∪ A2 ∪ . . . halmazra
µ(A) = a.

Ötlet egy másik megoldáshoz: vegyünk egy F ⊂ A halmazrendszert, amely
maximális arra a tulajdonságra nézve, hogy bármely két A,B ∈ F halmazra
µ(A \ B) = 0 vagy µ(B \ A) = 0. (Egy ilyen rendszer létezése könnyen bizo-
nyítható a Zorn-lemmából.) Mutassuk meg, hogy µ már az F halmazrendszerre
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megszorítva is felvesz minden értéket 0 és sup{µ(A) : A ∈ A} között.

84. Bizonyítsuk be először a feladat állítását arra az esetre, amikor a tér telje-
sen atomos, ami alatt azt értjük, hogy létezik atomoknak egy páronként diszjunkt
rendszere, amelyAminden elemét lefedi. Az általános esetet vezessük vissza erre
az esetre, illetve az előző (83.) feladat eredményére.

85. Legyen A = A1 ∪ A2 ∪ . . ., ahol A1, A2, . . . páronként diszjunkt A-beli

halmazok. Be kell látnunk, hogy µ(A) =
∞∑
i=1

µ(Ai). Itt a ≥ egyenlőtlenség

könnyen látható. Mutassuk meg, hogy ha> állna, akkor volnának olyan diszjunkt
Bk ⊂ A halmazok, melyekre inf

k
µ(Bk) > 0.

86. Használjuk fel a 3. feladat állítását.

87. A teljességet bizonyítandó mutassuk meg először, hogy ha d(An, An+1) <
1/2n+1 minden n-re, akkor az (An) sorozat konvergál a lim sup

n→∞
An halmazhoz.

88. Az (i)=⇒(ii) implikáció nem igaz még akkor sem, ha A = ∅. Keressünk
ellenpéldát abban a (A<∞, d) térben, aholA<∞ a [0, 1] intervallum Borel-halma-
zainak σ-algebrája a Lebesgue-mértékkel.

A (ii)=⇒(i) implikáció sem igaz. Ha µ nem korlátos, akkor lehetséges, hogy
lim sup
n→∞

An = ∅, de An 6→ ∅.

89. Fejezzük ki az A \ lim inf
n→∞

An halmazt az A \ An halmazok segítségével, a(
lim sup
n→∞

An

)
\A halmazt pedig az An \A halmazok segítségével.

90. Használjuk a Borel–Cantelli-lemmát.

91. A 40. feladat alapján feltehetjük, hogy vannak páronként diszjunkt A1, A2,
. . . ∈ A halmazok és különböző n1, n2, . . . indexek úgy, hogy ϑni(Ai) 6= 0
minden i = 1, 2, . . .-re. Mutassuk meg, hogy az Ai halmazok sorozatából kivá-
laszthatunk egy olyan részsorozatot, amelynek az uniója kielégíti a feltételt.

92. Alkalmazzuk az előző (91.) feladat állítását.

93. Először bizonyítsuk be az állítást arra az esetre, amikor csak véges sok Mi

halmaz van. Alkalmazzunk teljes indukciót az Mi halmazok számára nézve. Az
általános esetben használjuk fel, hogy λ külső mérték.

94. A λ(A) ≤ k(A) egyenlőtlenség nyilvánvaló. A k(A) ≤ λ(A) egyenlőtlensé-
get bizonyítandó használjuk fel, hogy A kompakt.

95. Legyen A Jordan-mérhető. Ha a Ti téglalapok lefedik H-t, akkor a Ti ∩ A
Jordan-mérhető halmazok lefedik H ∩ A-t, a Ti \ A Jordan-mérhető halmazok
pedig lefedikH \A-t. Ebből könnyű belátni, hogy k(H∩A)+k(H \A) ≤ k(H).
Mivel a fordított irányú egyenlőtlenség mindig igaz, ez bizonyítja az egyenlőséget.
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Ha az egyenlőség minden A-ra fennáll, akkor alkalmazzuk azt egy H-t tartal-
mazó téglára. Vezessük le ebből, hogy b(H) = k(H).

96. Az első egyenlőséget bizonyítandó fedjük le H-t olyan nyílt téglaredszer-
rel, amelynek az össztérfogata közel van λ(H)-hoz. Ebből a második egyenlőség
nyilvánvaló. A harmadik egyenlőséget bizonyítandó fedjük le H-t nyílt halmazok
olyan sorozatával, amelynek a mértékei tartanak λ(H)-hoz, és vegyük a metsze-
tüket.

97. Válasszunk olyan mérhető An ⊂ H halmazokat, hogy λ(An)→ λ(H) telje-
süljön, és vegyük az uniójukat.

98. Ha A ⊂ H mérhető, akkor E \A is mérhető, és lefedi E \H-t. Ha E \H ⊂
A ⊂ E mérhető, akkor E \A is mérhető, és része H-nak.

99. Mind a három egyenlőtlenség nyilvánvaló a definíciókból, felhasználva azt
is, hogy véges sok tégla uniója mérhető.

100. Alkalmazzuk a 96. feladat állítását.

101. A G nyílt halmaz létezését már láttuk a 96. feladatban. Az F halmaz léte-
zését vezessük vissza G létezésére.

102. Mutassuk meg, hogy vannak olyan A1 ⊂ A2 ⊂ . . . mérhető halmazok,
melyekre Hn ⊂ An és λ(Hn) = λ(An) minden n-re.

103. (i) Írjunk egy megszámlálható sűrű halmaz (pl. Q) pontjai köré rövid nyílt
intervallumokat, és vegyük ezek unióját. (ii) Vegyük az így kapott halmaznak
(0, 1)-gyel vett metszetét. (iii) Vonjuk ki az (i)-ben konstruált nyílt halmazt egy
zárt intervallumból.

104. Használjuk fel a 66. feladat állítását.

105. Az állítás igaz. Vezessük le a feltételből, hogyA∩[n, n+1) mérhető minden
n-re.

106. Válasszuk az An halmazokat induktíve. Ha az A1, . . . , An halmazokat
már kiválasztottuk, akkor válasszuk An+1-et úgy, hogy az A1, . . . , An halmazok
mindegyikét kevéssel c2-nél kisebb mértékű halmazban messe. Ez együttesen
csak egy c-nél kisebb mértékű halmazt adna, a hiányzó részt a [0, 1] \ (A1 ∪ . . .∪
An)) halmazból kell pótolni. Ezért minden lépésben biztosítani kell, hogy ez a
maradék-halmaz pozitív mértékű legyen.

107. Mit mondhatunk azon c számok halmazáról, amelyekre H + c nem részhal-
maza az irracionális számoknak?

108. Ha egy x számra végtelen sok p/q racionális számra teljesül |x− (p/q)| <
1/q3, akkor ezek között végtelen sok különböző nevezőjű kell, hogy legyen. Adott
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q ∈ N+-ra mekkora azon x ∈ [0, 1] számok halmazának mértéke, amelyekre
|x− (p/q)| < 1/q3 valamely p ∈ Z-re?

109. Jelöljük Hn-nel azon x ∈ [a, b] pontok halmazát, melyekre |f(y)−f(x)| ≤
ε · |y − x| valahányszor |y − x| < 1/n. Mutassuk meg, hogy λ(f(Hn)) ≤
ε · (b− a) minden n-re. Használjuk fel a 102. feladatot annak bizonyítására, hogy
a feladatban szereplő halmaz külső mértéke szintén legfeljebb ε · (b− a).

110. Mutassuk meg először, hogy az M halmaz felbontható megszámlálhatóan
sok olyan halmaz egyesítésére, amelyen f szigorúan monoton növő és korlátos.
Így elég belátni, hogy ha H ⊂M és f szigorúan monoton növő és korlátos H-n,
akkor H nullmértékű. Vezessük vissza ezt az állítást az előző (109.) feladatra.

111. Mutassuk meg, hogy az N halmaz megszámlálható.

112. Használjuk fel, hogy f akkor és csak akkor Riemann-integrálható [a, b]-n,
ha minden ε > 0-hoz van olyan F : a = x0 < x1 < . . . < xn = b felosztás, hogy

ΩF (f) < ε. Itt Ωf (f) =
n∑
i=1

(Mi −mi) · (xi − xi−1), ahol Mi = sup
[xi−1,xi]

f és

mi = inf
[xi−1,xi]

f .

Jelöljük ωf (x)-szel az f függvény oszcillációját az x ∈ [a, b] pontban, azaz
legyen

ωf (x) = lim
h→0+0

(
sup

[x−h,x+h]∩[a,b]
f − inf

[x−h,x+h]∩[a,b]
f

)
.

Világos, hogy f akkor és csak akkor folytonos x-ben, ha ωf (x) = 0. Mutassuk
meg, hogy f akkor és csak akkor Riemann-integrálható [a, b]-n, ha minden δ > 0-
ra az Eδ = {x ∈ (a, b) : ωf (x) ≥ δ} halmaz mértéke nulla. (Vegyük észre, hogy
Eδ korlátos és zárt, tehát a 94. feladat állítása szerint k(Eδ) = λ(Eδ).)

113. Lássuk be, hogy az x 7→ λ(H ∩ [0, x]) függvény folytonos.

114. Először bizonyítsuk az állítást zárt halmazokra. Mutassuk meg, hogy ha H
zárt és λ(H ∩ [0,∞)) > 0, akkor az f(x) = 0 (x < 0), f(x) = λ(H ∩ [0, x])
(x ≥ 0) függvény megfelel. Lássuk be, hogy f értékkészletének minden elemét
f a H halmazon is felveszi.

115. Használjuk fel, hogy a mérhető halmazok mindent jól vágnak ketté.

116. Vezessük vissza az állítást az előző (115.) feladatra.

117. Ha A mérhető, akkor jól vágja ketté a B és A ∪B halmazok mindegyikét.

118. Használjuk fel, hogy C jól vágja ketté A és B mindegyikét.

119. Használjuk fel a 96. és 118. feladatok állításait.

120. A feltétel elégségességének bizonyításához vegyük észre, hogy ha az A hal-
maz kielégíti a feladatban megfogalmazott feltételeket és a H halmaz mérhető
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burka M , akkor λ(A \M) = λ(M \A) = 0.

121. Használjuk fel az előző (120.) feladat állítását.

122. Mutassuk meg, hogy H és K mérhető burkainak metszete nullmértékű.

123. Mutassuk meg, hogy ha az In téglák lefedik A-t és
∞∑
n=1

t(In) elég közel van

λ(A)-hoz, akkor elég nagy N -re az E =
N⋃
n=1

In halmaz megfelel.

124. Alkalmazzuk a 28. feladat állítását.

125. Tegyük fel először, hogy λ(A) <∞. Mutassuk meg, hogy ha az In interval-

lumok lefedik A-t és
∞∑
n=1

|In| elég közel van λ(A)-hoz, akkor az In intervallumok

legalább egyike ilyen.

126. Tegyük fel, hogy λ(I ∩A) > 0,99 · |I|. Mutassuk meg, hogy ha I-t feloszt-
juk n egyenlő részre, akkor a részek valamelyikére szintén teljesül egy hasonló
egyenlőtlenség.

127. Nyilvánvaló, hogy d ∈ A−B akkor és csak akkor, ha (B+d)∩A 6= ∅. Így
elég megmutatni, hogy (B+d)∩A 6= ∅minden d-re, ahol d befutja egy alkalmas
nem-elfajuló intervallum pontjait. Ezt bizonyítandó használjuk fel a 117. és 126.
feladatok állítását.

128. A 90. feladat állítása szerint elég olyan An halmazokat találni, amelyek

mindegyike véges sok tégla uniója, továbbá
∞∑
n=1

d(An, A) <∞.

129. Legyen B = R\A. Ha λ(A) > 0 és λ(B) > 0, akkor a 127. feladat állítása
szerint A−B tartalmaz racionális számot. Mutassuk meg, hogy ez lehetetlen.

130. Használjuk fel az előző (129.) feladat állítását.

131. Ha 0 < λ(A) < 1, akkor ([0, 1]\A)−A tartalmaz szakaszt. Mutassuk meg,
hogy ez lehetetlen. Hogy ne kelljen bajlódni a kétféleképpen felírható számokkal,
vegyünk inkább egy szakaszt a B − A′ halmazban, ahol B = ([0, 1] \ A) \D és
A′ = A \D, ahol D a véges tizedestörtek halmaza.

132. Mutassuk meg először, hogy ha ϑ felvesz pozitív és negatív értéket is, akkor
nem korlátos sem alulról, sem felülről, ami lehetetlen. Így feltehető, hogy ϑ≥0.
Tegyük fel, hogy ϑ([0, 1]p) = 1. Lássuk be, hogy ϑ egyenlő a Lebesgue-mér-
tékkel először a racionális koordinátájú téglákon, majd az összes téglán, végül az
összes Borel-halmazon.

133. Legyen I ⊂ P (R) σ-ideál, azaz olyan halmazrendszer, amelyre teljesül,
hogy ha A ∈ I és B ⊂ A, akkor B ∈ I, továbbá ha A1, A2, . . . ∈ I, akkor
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∞⋃
n=1

Ai ∈ I. Ekkor az a µI halmazfüggvény, amelyre µI(A) = 0, ha A ∈ I és

µI(A) = ∞, ha A /∈ I mérték lesz P (R)-en. Adjunk meg minél több eltolás-
invariáns σ-ideált R-en.

134. Legyen I olyan nem-elfajuló intervallum, amelyre ϑ(I) véges. Mutassuk
meg, hogy van olyan E ⊂ R halmaz, amelyre (i) E-nek létezik végtelen sok
páronként diszjunkt I-beli eltoltja, valamint (ii) E-nek létezik megszámlálhatóan
sok eltoltja, amelyek lefedik R-et.

Bizonyítsuk be, hogy ϑ(F ) = 0 minden F ⊂ E halmazra. Vezessük le ebből,
hogy ϑ(A) = 0 minden A ⊂ R-re.

135. Az előző (134.) feladat állításából következik, hogy van olyan E ⊂ R hal-
maz, amely nem Lebesgue-mérhető. Ellenkező esetben ui. a Lebesgue-mérték
olyan eltolás-invariáns mérték lenne P (R)-en, amely nem azonosan nulla, és
amely véges értékű a korlátos nyílt halmazokon.

Legyen λ(A) > 0. Mutassuk meg, felhasználva a 130. feladat állítását, hogy
A egy alkalmas eltoltjának E-vel való metszete nem mérhető.

136. Az (i) állítás hamis. Mutassuk meg, hogy ha az U halmaz nem vágja jól
ketté V -t, akkor a H = U ∩V és K = V \U halmazok ellenpéldát szolgáltatnak.

A (ii) állítás igaz. Írjuk fel a megfelelő állítást H és K mérhető burkaira.

137. Jelöljük M-mel azoknak a halmazoknak a rendszerét, amelyek előállnak
véges sok racionális gömb uniójaként. Mutassuk meg, hogy M mindenütt sűrű
L<∞-ben.

138. Lássuk be, hogy ha f mérhető, akkor a {B ⊂ R : f−1(B) ∈ A} halmaz-
rendszer olyan σ-gyűrű, amely tartalmazza a nyílt halmazokat.

139. Ha az s függvény értékei a ci számok, akkor az A(s = ci) halmazok lefedik
A-t.

140. Írjuk fel a kérdéses halmazt az A(fn ≤ fn+1), A(fn ≥ fn+1) halmazok és
halmazelméleti műveletek segítségével.

141. Lásd a 52. feladathoz adott megoldási ötletet.

142. Minden nemnegatív függvényt megkaphatunk sup
i
fi alakban, ahol mind-

egyik fi csak egyetlen pontban nem nulla.

143. HaA atom és f mérhető, akkor legyen c = inf{a ∈ R : µ(A(f > a)) = 0}.

144. A (ii) állítást bizonyítandó lássuk be, hogy ha f : A → R mérhető, akkor
van olyan g : A→ R korlátos és mérhető függvény, amelyre µ(A(f 6= g)) < ε.

145. Az eloszlásfüggvény pontosan akkor jobbról folytonos t0-ban, ha az
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A(f = t0) halmaz nullmértékű.

146. Alkalmazzuk a Borel–Cantelli-lemmát.

147. Keressünk olyan ellenpéldát, amelyben µ a Lebesgue-mérték, A = [0, 1],
f ≡ 0 és fn = χIn , ahol In egy 1/n-nél rövidebb intervallum minden n-re.
Használjuk fel, hogy

∑
1/n =∞, és alkalmazzuk a 63. feladat állítását.

148. Elég olyan fn : [0, 1] → R folytonos függvényeket konstruálni, amelyekre
fn → 0 pontonként [0, 1]-en, de a konvergencia nem egyenletes [0, 1]-en. Gon-
doljuk meg, hogy ekkor a konvergencia nem lehet egyenletes egyetlen [0, 1]-ben
sűrű halmazon sem.

149. Bontsuk fel A-t megszámlálhatóan sok véges mértékű halmazra, és alkal-
mazzuk a Jegorov-tételt mindegyikre.

150. Legyenek fn : X → R pontonként nullához tartó, de nullától különböző
értékű függvények. Legyen minden x ∈ X-re és i ∈ N+-ra ki(x) a legkisebb
pozitív egész, amelyre teljesül, hogy ha n ≥ ki, akkor |fn(x)| ≤ 1/i. Ekkor
a (k1(x), k2(x), . . .) sorozat monoton növő és végtelenhez tart minden x ∈ X-
re. Mutassuk meg, hogy ha minden, pozitív egészekből álló, monoton növő és
végtelenhez tartó sorozat előfordul a fenti sorozatok között, akkor X-et nem le-
het megszámlálhatóan sok részre felbontani úgy, hogy az fn → 0 konvergencia
egyenletes legyen mindegyik halmazon.

Kézenfekvő, hogy olyan példát konstruáljunk, amelyben minden ilyen sorozat
előfordul. A legegyszerűbben ezt úgy érhetjük el, hogy X-nek ezen sorozatok
halmazát választjuk. Legyen µ a számosságmérték P (X)-en.

151. Az A(f < c) halmaz egy intervallumnak és A-nak a metszete minden c-re.

152. Az A(f < c) halmaz egy nyílt halmaznak és A-nak a metszete minden c-re.

153. Alkalmazzuk az 50. feladat megoldásának gondolatmenetét.

154. Lássuk be, hogy az előző (153.) feladatban konstruált függvény [0, 1] min-
den részintervallumában felvesz minden [0, 1]-beli értéket.

155. Rp Borel-halmazainak rendszere kontinuum számosságú az 57. feladat sze-
rint. Mutassuk meg, hogy ha A adott, akkor az f : A→ R függvényt egyértelmű-
en meghatározzák az A(f < r) (r ∈ Q) halmazok.

156. Legyen Ar = {x ∈ [a, b] : f(x) ≤ r}. Mutassuk meg, hogy

A = {(x, y) ∈ [a, b]× [0,∞) : (∀r ∈ Q) (x ∈ Ar =⇒ y ≤ r)}.

Fejezzük ki ennek alapján azA halmazt azAr×[0, r] halmazok és halmazelméleti
műveletek segítségével.
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A megfordítást illetően induljunk ki abból, hogy {x ∈ [a, b] : f(x) ≥ c} =
{x : (x, c) ∈ A}.

157. Egyik állításból sem következik a másik.

158. Mutassuk meg, hogy az {x ∈ [a, b] : f(x) < c} halmaz csak egy nullmérté-
kű halmazban tér el egy nyílt halmaztól.

159. Mutassuk meg, hogy egy alkalmas A ⊂ [a, b] halmazra az f = χA halmaz
kielégíti a feltételeket.

160. Alkalmazzuk a 123. és 144. feladatok állításait.

161. Alkalmazzuk az előző (160.) feladat és a 146. feladat állításait.

162. Az állítást bizonyítsuk először egy mérhető halmaz karakterisztikus függvé-
nyére, aztán egyszerű függvényekre, majd alkalmazzuk a 144. feladat állítását.

163. Az (i) állítást bizonyítsuk az előző (162.) feladat állításának felhasználásá-
val. A (ii) állítás bizonyításához alkalmazzuk a Jegorov-tételt.

164. Vezessük vissza az állítást arra az esetre, amikor f véges értékű. Véges
értékű függvényekre alkalmazzuk a 163. és 152. feladatok állításait.

Alternatív megoldásként gondoljuk meg, hogy az Ar = {x ∈ A : f(x) < r}
halmazok Lebesgue-mérhetőek, tehát csak egy nullmértékű halmazban térnek el
egy Borel-halmaztól (lásd a 101. feladatot). Ezt felhasználva módosítsuk f -et egy
nullmértékű halmazon úgy, hogy Borel-mérhető legyen.

165. Bizonyítsuk az állítást először abban az esetben, amikor A kompakt és f
folytonos. Az általános esetet vezessük vissza erre az esetre a 163. feladat (ii)
állításának segítségével.

166. Legyen Ac = {x ∈ R : f(x) < c}. Mutassuk meg, felhasználva a 129.
feladat alkalmas variánsát (vagy a Steinhaus-tételt, l. a 127. feladatot), hogy
λ(Ac) = 0 vagy λ(R \ Ac) = 0 minden c ∈ R-re. Mutassuk meg, hogy eb-
ből következik, hogy f konstans majdnem mindenütt.

167. A(g ◦ f < c) = f−1({y ∈ R : : g(y) < c}).

168. Egyik állítás sem igaz. Keressünk olyan ellenpéldát, amelyben g egy null-
mértékű halmaz karakterisztikus függvénye, f pedig olyan differenciálható és szi-
gorúan monoton függvény, amely egy pozitív mértékű halmazt nullmértékűbe ké-
pez.

169.

(i) A g ◦ f függvény konstans a Cantor-halmaz mindegyik kiegészítő interval-
lumán.

(ii) Az állítás nem igaz. Konstruáljunk ellenpéldát annak felhasználásával, hogy
csak kontinuum sok Borel-halmaz van.
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170. Az f függvénynek akkor és csak akkor van meg ez a tulajdonsága, ha
Borel-mérhető, és az értékkészlete megszámlálható. A feltétel szükségességének
bizonyításához használjuk fel azt az ismert állítást, hogy ha h : R → R Borel-
mérhető, akkor h értékkészletének számossága vagy megszámlálható, vagy kon-
tinuum. (Lásd a II.7.9. Tételt és a II.9.2. Következményt követő megjegyzést a
[6] jegyzetben.)

171. Az f függvénynek akkor és csak akkor van meg ez a tulajdonsága, ha
Lebesgue-mérhető, és van olyan N ⊂ R nullmértékű halmaz úgy, hogy az f
függvénynek az R\N halmazra való megszorításának az értékkészlete megszám-
lálható. A feltétel szükségességének bizonyításához alkalmazzuk az előző (170.)
feladat megoldásának gondolatmenetét, és használjuk fel a 164. feladat állítását
is.

172. Csak a konstans függvényeknek van meg ez a tulajdonsága.

173. AD+f függvény értelmezési tartománya azon x ∈ A pontok halmaza, ame-
lyek jobb oldali torlódási pontjai A-nak. Jelöljük ezt a halmazt A+-szal. Azt kell
belátni, hogy az A+(D+f ≤ c) halmaz Borel, ha A Borel, és Lebesgue-mérhető,
ha A Lebesgue-mérhető. Jelöljük An,k-val azon x ∈ A+ pontok halmazát, me-
lyekre (f(y) − f(x))/(y − x) ≤ c + (1/k) minden olyan y ∈ A-ra, amelyre
x < y < x+ 1/n. Állítsuk elő A+(D+ ≤ c)-t az An,k halmazok segítségével, és
mutassuk meg, hogy An,k Borel-halmaz, ha A Borel, és Lebesgue-mérhető, ha A
Lebesgue-mérhető. A (ii) állítást vezessük vissza (i)-re.

174. (a) A feltétel az, hogy
∞∑
n=1

c+n és
∞∑
n=1

c−n legalább egyike véges legyen.

(b) A feltétel az, hogy
∞∑
n=1

cn abszolút konvergens legyen.

175. Az f függvény nem más mint az An halmazok karakterisztikus függvénye-
inek összege.

176. Legyen f az An halmazok karakterisztikus függvényeinek összege. Adjunk

alsó becslést az
∫
X
f2 dµ integrálra.

177. Az előző (176.) feladat megoldásában láttuk, hogy n darab 1/2-mértékű
halmaz között mindig van kettő, amelyek metszetének mértéke legalább (1/4) −
(1/4(n− 1)). A megoldásból világos, hogy ez csak akkor érhető el, ha

∫
X
f2 dµ =

(∫
X
f dµ

)2

, (16)
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ahol f =
n∑
i=1

χAi . Mármost a (16) egyenlőségből következik, hogy f majdnem

konstans (lásd a 211. feladatot). Mivel
∫
X
f dµ = n/2, ezért f = n/2 µ-m.m.

Vagyis csak olyan példa képzelhető el, amelyben X = [0, 1] (majdnem) minden
pontja a halmazok közül pontosan n/2-nek eleme.

178. Alkalmazzuk a 176. feladat állítását és a Ramsey-tételt. A részsorozat kivá-
lasztásához használjuk az átlós módszert.

179. Ha A ∈ A felülről korlátos, akkor lim
x→∞

χA = 0. Ha lim
x→∞

f = c, akkor

{x : |f(x)− c| ≥ ε} felülről korlátos.

180. Alkalmazhatjuk a nemnegatív tagú sorok tagonkénti integrálhatóságát, vagy
a 146. feladat megoldásának gondolatmenetét is.

181. Az a = 0 esetben azt kell belátni, hogy gn → 0 µ-m.m., ahol gn = (f1 +
. . .+fn)/n. Mutassuk meg, hogy a g2n2 függvénysorozatra alkalmazható az előző
(180.) feladat állítása. Így gn2 → 0 µ-m.m. Lássuk be azt is, hogy ha n2 ≤
k < (n + 1)2, akkor gk − gn2 kicsi, és így ha egy x pontban gn2(x) → 0, akkor
gn(x)→ 0.

182. Alkalmazzuk az előző (181.) feladatot az fn = χAn függvényekre.

183. JelöljeHn azon x ∈ [0, 1] számok halmazát, amelyek q alapú számrendszer-
beli felírásában az n-edik jegy s. Alkalmazzuk a Hn halmazsorozatra az előző
(182.) feladat állítását.

184. Legyen fn = χAn . Azt kell belátni, hogy
∞∑
n=1

fn(x) = ∞ µ-m.m. x ∈ X-

re. Legyen sn = a1 + . . . + an, ahol an = µ(An) minden n-re. Számítsuk ki

az
∫
X

(f1 + . . .+ fn − sn)2 dµ integrált, és az eredményt felhasználva becsüljük

meg az X(|f1 + . . .+ fn − sn| > sn/2) halmaz mértékét. Bizonyítsuk be ennek
alapján, hogy µ-m.m. x ∈ X-re f1(x)+ . . .+fn(x) ≥ sn/2 teljesül végtelen sok
n-re.

185. Az állítás a Borel–Cantelli-lemmából következik, ha azt az X \ An hal-
mazokra alkalmazzuk. Ehhez persze ellenőriznünk kell, hogy µ(Bi ∩ Bj) =
µ(Bi) · µ(Bj) teljesül minden i 6= j-re.

186. Gondoljuk meg, hogy az Ak = {x ∈ [0, 1] : f(x) = k} halmaz véges sok
szakasz uniója és véges sok sok pont uniója. Számítsuk ki λ(Ak)-t.

187. Állítsuk elő f -et egy alkalmas függvénysor összegeként, és alkalmazzuk a
nemnegatív tagú sorok tagonkénti integrálhatóságát.

188. Alkalmazzuk az előző (187.) feladat megoldásának gondolatmenetét.

189. Állítsuk elő f -et egy alkalmas függvénysor összegeként, és alkalmazzuk a
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nemnegatív tagú sorok tagonkénti integrálhatóságát.

190. Alkalmazzuk a 160. feladat állítását.

191. Bizonyítsunk először véges mértékű halmazon kívül eltűnő korlátos függ-
vényekre, felhasználva a 162. feladat állítását.

192. Alkalmazzuk a 190. feladat állítását.

193. Először lássuk be, hogy ha f Riemann-integrálható [a, b]-n, akkor minden

ε > 0-hoz van olyan g lépcsősfüggvény, hogy
∫ b

a
|f − g| dx < ε.

194. Használjuk fel a 190. és 192. feladatok állításait.

195. A „csak akkor” állítás bizonyításához alkalmazzuk a 156. feladat megoldá-
sának gondolatmenetét. A megfordítást bizonyítandó alkalmazzuk Fubini tételét.

196. Keressünk ilyen tulajdonságú karakterisztikus függvényt.

197. Legyen In a [0, 1] intervallum racionális végpontú részintervallumainak egy
sorozatba rendezése. Ha fn olyan nemnegatív, véges értékű Lebesgue-mérhető

függvény, amelyre
∫
In

fn dλ ≥ 1, akkor az f =

∞∑
n=1

fn függvény szintén nemne-

gatív, Lebesgue-mérhető, és
∫ b

a
f dλ = ∞ minden 0 ≤ a < b ≤ 1-re. Már csak

azt kell elérni, hogy véges értékű legyen.

198. Mindkét állítás bizonyításához alkalmazzuk a monotonkonvergencia-tételt.

199. A 111. feladat ugyanezt állítja tetszőleges véges értékű függvényre. Ezt köz-
vetlenül nem alkalmazhatjuk, mert a jelen feladatban f felvehet végtelen értékeket
is. De a 111. feladat megoldásának gondolatmenete kis módosítással alkalmazha-
tó.

200. Keressük a függvényt
∞∑
n=1

fn alakban, ahol
∞∑
n=1

∫
R
fn dλ < ∞, és fn lime-

sze az n-edik racionális pontban∞.

201. Mivel a dist (x,C) függvény limesze a Cantor-halmaz pontjaiban nulla,
ezért kézenfekvő, hogy az 1/dist (x,C) függvénnyel próbálkozzunk. Ez a függ-
vény nem Lebesgue-integrálható, de könnyű úgy módosítani, hogy az legyen.

202. Legyen Ai = A(yi−1 ≤ f < yi). Ekkor yi−1 · µ(Ai) ≤
∫
Ai

f dµ ≤

yi · µ(Ai). Ezeket az egyenlőtlenségeket összeadva a felső becslés éppen az (i)-
ben szereplő összeg. A Stieltjes-integrál definíciójából és (i)-ből (ii) azonnal kö-
vetkezik. Alkalmazzuk a (ii)-ben szereplő Stieltjes-integrálra a parciális integrálás
képletét.

203. Legyen An = A(1/n ≤ f < n). Különböztessünk meg két esetet aszerint,
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hogy µ(An) < ∞ minden n-re vagy sem. A első esetben alkalmazzuk az előző
(202.) feladat (ii) állítását A helyett An-nel, majd tartsunk n-nel végtelenbe.

204. Mutassuk meg, hogy alkalmas ε > 0-ra µ(A(f > ε)) > 0.

205. Ha az állítás nem igaz, akkor vannak olyan pozitív mértékű B és C halma-
zok, amelyeken f pozitív, illetve negatív. Azt kell megmutatni, hogy ez ellent-
mond a feltételnek.

206. Először korlátos függvényekre bizonyítsunk. Az általános esetben alkal-
mazhatjuk a 190. feladat megoldásában követett gondolatmenetet.

207. Alkalmazzuk a nagy Lebesgue-tételt az |fn − f | függvénysorozatra.

208. Bizonyítsuk az állítást először nemnegatív egyszerű függvényekre, felhasz-
nálva a log x függvény konkávitását. A következő lépésben bizonyítsuk az állítást
olyan f függvényekre, amelyekre f ≥ δ > 0 mindenütt X-en.

209. Először is lássuk be, hogy az
∫
A

log f dµ integrál létezik. Ha
∫
A

log f dµ =

−∞, akkor az állítás igaz. Gondoljuk meg, hogy ha
∫
A

log f dµ > −∞, akkor

szükségképpen µ(A) <∞.
Ha 0 < µ(A) < ∞, akkor vezessük vissza az állítást az előző (208.) feladat

állítására.

210. Mutassuk meg, hogy ha a2+b2 = 1, és az (f, g) párt az (af+bg, bf−ag)
párral helyettesítjük, akkor a bizonyítandó egyenlőtlenség egyik oldala sem vál-
tozik. Válasszuk meg a-t és b-t úgy, hogy bf − ag integrálja nulla legyen.

211. Tekintsük a Schwarz-egyenlőtlenségnek azt a bizonyítását, ami abból indul

ki, hogy
∫
A
(tf−g)2 dµ≥0 minden t∈R-re. Gondoljuk meg, hogy ha a Schwarz-

egyenlőtlenségben egyenlőség áll, akkor szükségképpen
∫
a
(tf−g)2 dµ= 0 egy

alkalmas t-re.

212. Tekintsük a Hölder-egyenlőtlenség következő bizonyítását. Mivel p−1 +
q−1 = 1, ezért a log x függvény konkávitása miatt

log(fg) = p−1 log fp + q−1 log gq ≤ log(p−1fp + q−1gq),

azaz fg ≤ p−1fp + q−1gq mindenütt A-n. Ezt A-n integrálva azt kapjuk, hogy∫
A
fg dµ ≤ 1, feltéve, hogy

∫
A
fp dµ =

∫
A
gq dµ = 1.

Gondoljuk meg, hogy ha a Hölder-egyenlőtlenségben egyenlőség áll, és∫
A
fp dµ =

∫
A
gq dµ = 1,
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akkor szükségképpen fp = gq µ-m.m.

213. Bizonyítsuk az állítást először intervallum karakterisztikus függvényére,
majd véges sok intervallum uniójának karakterisztikus függvényére, aztán Borel-
halmaz karakterisztikus függvényére (a 28. feladat felhasználásával), Borel-mér-
hető egyszerű függvényre, majd végül korlátos Borel-mérhető függvényre (a 144.
feladat felhasználásával).

214. Konstruáljunk olyan µ mértéket és olyan F zárt halmazt, melyekre
µ(R \ F ) = 0, és van olyan xn → 0 sorozat, hogy (F − xn) ∩ F = ∅ min-
den n-re.

215. Bizonyítsunk először lépcsősfüggvényekre. Az általános esetben alkalmaz-
zuk a 190. feladat állítását.

216. Először a konstans f függvényekre bizonyítsunk, felhasználva a könnyen

ellenőrizhető
∫ b

a
g(tx) dλ = 1

t ·
∫ b/t

a/t
g(x) dλ összefüggést. Utána tekintsük a

lépcsősfüggvények esetét, majd (a 190. feladat állításának felhasználásával) az
általános esetet.

217. Tekintsük a H = {(x, y) : y ∈ A ∩ (B + x)} halmazt, és a Fubini-tétel
segítségével számítsuk ki kétféleképpen a kétdimenziós Lebesgue-mértékét.

218. Vezessük vissza az állítást arra az esetre, amikor f szigorúan monoton, majd
alkalmazzuk a 151. feladat állítását az f−1 függvényre.

219. A λ(f(H)) ≤ µf (H) egyenlőtlenség bizonyításához csak λ és µf definí-
ciójára van szükség. (ii) bizonyításához lássuk be, hogy ha f konstans az (a, b)
nyílt intervallumon, akkor µf ((a, b)) = 0. Azt is gondoljuk meg, hogy tetszőleges

A ⊂ R halmaz Lebesgue-féle külső mértéke egyenlő azon
∞∑
n=1

(bn−an) összegek

infimumával, ahol az [an, bn) intervallumok egy megszámlálható halmaz híján
lefedik A-t, és an, bn ∈ A minden n-re.

A (iii) állítás (ii)-ből következik, felhasználva, hogy µf ({x}) egyenlő f ugrá-
sával x-ben.

220. Használjuk fel a 70., 218. és 219. feladatok állításait.

221. Legyen G⊂ [0, 1] olyan nyílt halmaz, amely sűrű [0, 1]-ben és λ(G) < 1.

Keressük f -et
∫ x

0
g(t) dt alakban, ahol g olyan folytonos függvény [0, 1]-en, mely

pozitív G-ben és eltűnik [0, 1] \G-ben.

222. Legyen f mint az előző (221.) feladatban. Mutassuk meg, hogy f inverze
megfelel.

223. Az f függvény Lebesgue-mérhetősége azzal ekvivalens, hogy ha H Borel,
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akkor f−1(H) Lebesgue-mérhető. Ebből nem következik, hogy ha H Lebesgue-
mérhető, akkor f−1(H) is Lebesgue-mérhető).

224. Legyen Hk azon x ∈ H pontok halmaza, amelyekre teljesül, hogy |f(y)−
f(x)| ≤ k·|y−x|minden y ∈ H , |y−x| < 1/k esetén. EkkorH = H1∪H2∪. . .,
tehát elég belátni, hogy f(Hk) nullmértékű minden k-ra. Ezt bizonyítandó mu-
tassuk meg, hogy minden nullmértékű halmaz lefedhető tetszőlegesen kis össztér-
fogatú kockarendszerrel.

225. Mutassuk meg, hogy H minden Fσ részhalmazának a képe Fσ.

226. Az állítás pontosan akkor igaz, ha p ≤ q.

227. Adott ε > 0-ra legyen Hn azon x ∈ H pontok halmaza, amelyekre teljesül,
hogy |f(y)− f(x)| ≤ (K + ε) · (y − x) minden y ∈ H ∩ (x, x+ 1/n)-re. Elég
belátni, hogy λ(f(Hn)) ≤ (K + ε) · (λ(Hn) + ε) minden n-re (miért?).

228. JelöljükH torlódási pontjainak halmazátH ′-vel. Tudjuk, hogyH \H ′ meg-
számlálható (l. 38. oldal). Adott ε>0-ra legyen Hn = {x ∈ H ∩H ′ : (1+ε)n ≤
f ′(x) < (1 + ε)n+1}. Mutassuk meg, hogy f(Hn) ≤ (1 + ε) ·

∫
Hn

f ′ dλ minden

n ∈ Z-re.

229. Nyilván feltehetjük, hogy K > 0. Vezessük vissza a feladat állítását arra
az esetre, amikor f szigorúan monoton növő, majd alkalmazzuk az 227. feladat
állítását az f−1 függvényre.

230. A 228. feladat szerint elég belátni, hogy λ(f(H)) ≥
∫
H
f ′ dλ. Ezt bizonyí-

tandó alkalmazzuk a 228. feladat megoldásának a gondolatmenetét.

231. Tetszőleges a ≤ x < y ≤ b-re jelöljük az (f(y) − f(x))/(y − x) diffe-
renciahányadost f [x, y]-nal. Az f [u, v] ≥ m egyenlőtlenség bizonyításához elég
megmutatni, hogy f [x, v] ≥ m minden u < x < v-re. Legyen H = {y ∈ (x, b) :
f [x, y] ≥ m} és z = supH . Mutassuk meg, hogy f [u, z] ≥ m, z < v lehetetlen,
és hogy f [x, v] ≥ m a z > v esetben is igaz.

232. Ha f jobbról folytonos, akkor az állítás visszavezethető az előző (231.) fel-
adat állítására. Ha f tetszőleges monoton növő függvény, és ha f értékeit a sza-
kadási pontokban a jobb oldali határértékre változtatjuk, akkor ezzel D+f értéke
a folytonossági pontokban nem változik, és a függvény jobbról folytonos lesz.

233. Fedjük le f(A)-t intervallumokkal, és alkalmazzuk az előző (232.) feladat
egyenlőtlenségét az intervallumok ősképein.

234. Legyen először Df = D+f . Induljunk ki a 227. és 233. feladatok állításai-
ból, majd alkalmazzuk a 228. és 230. feladatok megoldásában követett gondolat-
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menetet.

235. Ellenpélda gyanánt tekintsük a Cantor-függvényt és a Cantor-halmazt.

236. Legyen ξ(A) = µ(f−1(A)) minden A ⊂ Rp Borel-halmazra. Ekkor ξ
mérték B(Rp)-n. Alkalmazzuk a 74. feladat állítását a ξ és ν mértékekre.

237. Az állítás azonnal adódik az előző (236.) feladat felhasználásával.

238. Ellenőrizzük (10)-et először karakterisztikus függvényekre, aztán nemnega-
tív egyszerű függvényekre, majd nemnegatív mérhető függvényekre.

239. Vezessük vissza az állítást az előző (238.) feladat állítására.

240. Az 238. feladat (i) állítása mérhető g függvényekre vonatkozik.

241. Legyen µ(A) = λ(A ∩ [0, 1)) minden A ⊂ R Borel-halmazra. Alkalmaz-
zuk a 236. feladatban megfogalmazott kritériumot annak bizonyítására, hogy f
mértéktartó a ([0, 1),B([0, 1)), λ) mértéktérről az (R,B(R), µ) mértéktérbe.

242. Ez az előző (241.) feladat állításának speciális esete.

243. Alkalmazzuk a 236. feladatban megfogalmazott kritériumot.

244. Borel-mérhető függvényekre az állítás az előző (243.) és a 238. feladatok
állításaiból adódik. Gondoljuk meg, hogy ha az állítás igaz Borel-mérhető függ-
vényekre, akkor Lebesgue-mérhető függvényekre is igaz.

245. Alkalmazzuk a 236. feladatban megfogalmazott kritériumot.

246. A szorzatra vonatkozó állítás bizonyításához használjuk az

f(y)g(y)− f(x)g(x) = f(y) · (g(y)− g(x)) + g(x) · (f(y)− f(x))

azonosságot.

247. Az N függvény előáll mint lépcsősfüggvények monoton növő sorozatának
a limesze. Ezt úgy láthatjuk be, hogy vesszük [a, b] felosztásainak egy végtelenül
finomodó Fn sorozatát, és minden n-re tekintjük az Fn osztóintervallumainak f
általi képei karakterisztikus függvényeinek az összegét. Az így kapott Nn függ-

vényekre Nn → N növőleg, és
∫
R
Nn dλ tart f totális variációjához.

248. A válaszok a következők. (i): α > 1, (ii): α + β > 0, (iii): α + β ≥ 1,
(iv): α + β > 1. A (ii) kérdést megválaszolandó gondoljuk meg, hogy ha a∫ 1

0
|f ′α,β(x)| dx improprius integrál konvergens, akkor fα,β korlátos változású.

249. Használjuk fel a 247. feladat állítását.

250. (i) Mutassuk meg, hogy ha x < y, akkor V (y)− V (x) ≥ |f(y)− f(x)|.
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(ii) Mutassuk meg, hogy ha x < y, akkor V (y) − V (x) ≤ g(y) − g(x) +
h(y)− h(x).

251. A V (f ; [a, b]) ≤
∫ b

a
|g| dλ egyenlőtlenség bizonyításához csak a totális

variáció és a korlátos változású függvény definíciójára van szükség. A fordí-
tott egyenlőtlenség bizonyításához használjuk fel, hogy ha φ lépcsősfüggvény és

Φ(x) =

∫ x

a
φ(x) dx, akkor

V (Φ; [a, b]) =

∫ b

a
|φ| dλ és |V (f ; [a, b])− V (Φ; [a, b])| ≤

∫ b

a
|g − φ| dλ.

252. Használjuk fel a 228. feladat állítását.

253. Az állítás hamis. Keressünk olyan ellenpéldát, amelyben f(x) = 0 minden
x ∈ [−1, 0]-ra, és f(x) = xα · sin

(
xβ
)

minden x ∈ [0, 1]-re, alkalmas α-val és
β-val.

254. Az állítás nem igaz. Mutassuk meg, hogy az előző (253.) feladat megoldá-
sában konstruált függvény ellenpélda.

255. A szorzatra vonatkozó állítás bizonyításához használjuk az

f(y)g(y)− f(x)g(x) = f(y) · (g(y)− g(x)) + g(x) · (f(y)− f(x))

azonosságot.

256. A
√
x függvény folytonosan differenciálható, és így Lipschitz az [a, 1] in-

tervallumon minden 0 < a < 1-re.

257. Jelöljük Vx-szel f totális variációját [a, x]-ben. Lássuk be, hogy lim
x→a+0

Vx =

0, majd alkalmazzuk az előző (256.) feladat megoldásának gondolatmenetét.

258. A Cantor-halmaz nullmértékű és kompakt, tehát lefedhető véges sok disz-
junkt és akármilyen kis összhosszúságú intervallumrendszerrel.

259. Az f függvény pontosam akkor abszolút folytonos, ha α + β > 0. A
bizonyításhoz használjuk a 248. és 257. feladatok állításait.

260. A feltétel megengedi, hogy ugyanazt az intervallumot vegyük n-szer.

261. A feladat megoldásához csak a definíciókat kell használni.

262. A bizonyításhoz csak az abszolút folytonosság definíciójára van szükség,
valamint arra, hogy egy nullmértékű halmaz lefedhető egymásba nem nyúló és
tetszőlegesen kicsi összhosszúságú intervallumokkal.

263. Használjuk fel a 109. és az előző (262.) feladatok állításait.

264. Legyen P ⊂ [a, b] pozitív mértékű és sehol sem sűrű zárt halmaz. Legye-
nek [a, b] \ P komponensei (an, bn) (n = 1, 2, . . .). Legyen f(x) = x minden

www.interkonyv.hu Hungarian Edition © Typotex

© Laczkovich Miklós



i
i

“MertekFeladatok_0706” — 2018/7/6 — 10:23 — page 96 — #96 i
i

i
i

i
i

96 Megoldási ötletek, válaszok

x ∈ P -re. Az (an, bn) kiegészítő intervallumban definiáljuk f -et a következő-
képpen: legyen f((an + bn)/2) = cn, és legyen f lineáris az [an, (an + bn)/2]
és [(an + bn)/2, bn] intervallumok mindegyikében. Mutassuk meg, hogy a cn
értékek megválaszthatók úgy, hogy f folytonos legyen, és egy megszámlálható
halmaz kivételével P minden elemét végtelen sokszor vegye fel.

265. Az állítás nem igaz. Mutassuk meg, hogy az előző (264.) feladat megoldá-
sában konstruált függvény ellenpélda.

266. Tartozzon δ az ε pozitív számhoz a függvény abszolút folytonossága alapján.
Mutassuk meg, hogy ha λ(A) < δ, akkor λ(f(A)) ≤ ε.
267. Az (i)=⇒(ii) implikáció bizonyításához használjuk fel az 165. feladat állítá-
sát. Az (ii)=⇒(i) implikációt bizonyítsuk indirekt. Tegyük fel, hogy (i) nem igaz.
Mutassuk meg, hogy ekkor vannak olyan An halmazok, hogy λ(An) < 1/n2,
λ(f(An)) ≥ ε minden n-re, és az f(An) halmazok mérhetőek. Legyen A =
lim sup
n→∞

An és B = lim sup
n→∞

f(An). Mutassuk meg, hogy λ(B \ f(A)) > 0, és f

a B \ f(A) halmaz minden elemét végtelen sokszor veszi fel.

268. Ha f abszolút folytonos, és δ az ε = 1-hez tartozik a definíció értelmében,
akkor f totális variációja minden ≤ δ hosszúságú intervallumban legfeljebb 1.
Ebből rögtön következik, hogy f korlátos változású.

Legyen f folytonos, korlátos változású és (N) tulajdonságú. Az abszolút foly-
tonosságot bizonyítandó mutassuk meg, hogy ha [ai, bi] egymásba nem nyúló in-

tervallumok, akkor
n∑
i=1

|f(bi) − f(ai)| ≤
∫
J
N dλ, ahol J =

n⋃
i=1

f((ai, bi)), és

N(y) jelöli f−1({y}) elemszámát. Mutassuk meg, hogy ha
n∑
i=1

(bi − ai) kicsi,

akkor λ(J) is kicsi, és az
∫
J
N dλ integrál is kicsi.

269. Az első két jelenséget illusztrálandó példák gyanánt választhatunk olyan
függvényeket, amelyek már korábban szerepeltek.

270. Alkalmazzuk a 267., 228. és 109. feladatok állításait.

271. Először lássuk be, hogy ha µf abszolút folytonos λ-ra nézve, akkor f foly-
tonos. Így arra az esetre szorítkozhatunk, amikor f folytonos. Mivel f monoton
növő, így korlátos változású. Ezért f akkor és csak akkor abszolút folytonos, ha
(N) tulajdonságú.

272. Monoton növő függvények esetén használjuk a 271. feladat állítását és a
Radon–Nikodym-tételt. Az általános esetet vezessük vissza a monoton függvény
esetére a 261. feladat segítségével.

273. A feltétel elégségességét bizonyítandó mutassuk meg, hogy f ′ azA halmaz-
ról kiterjeszthető [a, b]-re Riemann-integrálható függvényként, és hogy f meg-
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egyezik a kiterjesztés integrálfüggvényével.

274. Mutassuk meg, hogy a 200. feladatban szereplő függvény integrálfüggvénye
megfelel.

275. Lehetséges. Ha g egy pozitív mértékű és sehol sem sűrű zárt halmaz karak-
terisztikus függvénye, akkor g integrálfüggvénye ilyen.

276. Az állítás hamis. Keressünk olyan ellenpéldát, amelyben a külső függvény√
x, és az összetett függvény azért nem abszolút folytonos, mert nem korlátos

változású.

277. Minden abszolút folytonos függvény (S) tulajdonságú, és ez megőrződik a
kompozíció során. Az (S) tulajdonság erősebb, mint az (N) tulajdonság.

278. Az állítás nem igaz.

279. Tegyük fel, hogy f (S) tulajdonságú. Legyen m = min
[a,b]

f és M = max
[a,b]

f .

Jelöljük N(y)-nal f−1({y}) számosságát, ha ez véges, illetve legyen N(y) =∞,
ha f−1({y}) végtelen. Legyen s(x) = 1/N(x), ha x ∈ [m,M ], és legyen s(x) =
1, ha x /∈ [m,M ]. Legyen U az s függvény integrálfüggvénye. Mutassuk meg,
hogy f = U−1 ◦ (U ◦ f) egy megfelelő előállítás, azaz U−1 és U ◦ f abszolút
folytonos függvények.

280. A µ mértéknek van Radon–Nikodym-deriváltja ν-re nézve, de a ν mérték-
nek nincs Radon–Nikodym-deriváltja µ-re nézve.

281. Mivel ϑ(B) =

∫
B
f dµ egy olyan előjeles mértéket definiál C-n, amely

abszolút folytonos µ-re nézve, ezért alkalmazhatjuk a Radon–Nikodym-tételt.

282. Keressünk olyan példát, amelyben C = {∅, X}.

283. A µ mérték akkor és csak akkor abszolút folytonos ϑ-ra nézve, ha f > 0
µ-m.m.

A µ-nek akkor és csak akkor van Radon–Nikodym-deriváltja ϑ-ra nézve, ha
f > 0 µ-m.m., és az X(f = ∞) halmaz minden mérhető részhalmazának a
µ-mértéke 0 vagy∞. Ha ez a feltétel fennáll, akkor a

g(x) =

{
1/f(x), ha f(x) <∞,
∞, ha f(x) =∞

függvény a µ Radon–Nikodym-deriváltja lesz ϑ-ra nézve.

284. Azon halmazok rendszere, amelyeken µ nulla, zárt a megszámlálható unió-
ra.

285. Az állítás igaz. Ha α nem abszolút folytonos β-ra nézve, akkor vegyünk egy
olyan X = A ∪ S felbontást, amelyre α abszolút folytonos β-ra nézve A-n, és
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β(S) = 0. Ha f az α mérték Radon–Nikodym-deriváltja β-ra nézve A-n, akkor a

g(x) =

{
f(x)/(f(x) + 1), ha x ∈ A,
1, ha x ∈ S

függvény az α Radon–Nikodym-deriváltja lesz α+ β-ra nézve X-en.

286. Ha ϑ σ-véges mérték, akkor a Lebesgue-felbontás létezése egyszerűen kö-
vetkezik a 284. feladat (ii) állításából. Ha ϑ σ-véges előjeles mérték, akkor alkal-
mazzuk Hahn felbontási tételét.

287. Ha ϑ = α1 + σ1 = α2 + σ2 Lebesgue-felbontások, akkor van olyan N ∈ A
halmaz, hogy µ(N) = 0, és σ1(A) = σ2(A) = 0, valahányszor A ∈ A és
A ∩N = ∅.
288. (i) Lássuk be, hogy λ abszolút folytonos µ-re nézve. (ii) Nincs ilyen felbon-
tás.

289. Ha a feltétel teljesül, akkor vegyünk olyan An halmazokat, melyekre
µ(An) < 1/n2 és ν(X \ An) < 1/n2 minden n-re. Legyen S = lim sup

n→∞
An.

Mutassuk meg, hogy µ(S) = 0 és ν(X \ S) = 0.

290. Mindhárom állítás nyilvánvaló a szinguláris függvény definíciójából, fel-
használva a 246. feladat állítását.

291. Lássuk be az (i)=⇒(ii), (ii)=⇒(iii), (iii)=⇒(ii), (ii)=⇒(i) implikációkat
ebben a sorrendben. Használjuk fel a 109., 219. és 233. feladatok állításait.

292. Az elégségesség bizonyításához vegyük észre, hogy a (f(x− 0), f(x+ 0))
(x ∈ D) intervallumok páronként diszjunktak.

293. Legyen f : [a, b]→ R monoton növő tiszta ugrófüggvény, és jelöljük A-val
f folytonossági pontjainak halmazát. Mutassuk meg, hogy λ([a, b] \ A) = 0 és
λ(f(A)) = 0, majd alkalmazzuk a 291. feladat állítását.

294. A h függvényt adjuk meg a 82. feladatban leírt konstrukció segítségével,
ahol x1, x2, . . . jelölik f szakadási pontjait [a, b)-ben, és un = uf (xn). A kapott
h függvényt kicsit módosítva kapunk egy monoton növő tiszta ugrófüggvényt,
amelyre teljesül, hogy g = f − g folytonos. Mutassuk meg, hogy g monoton
növő.

295. Ha f monoton növő és folytonos, akkor az előállítást adjuk meg a µf mér-
téknek λ-ra vonatkozó Lebesgue-felbontása segítségével. Ha f monoton növő,
akkor először alkalmazzuk az előző (294.) feladat állítását. Az egyértelműséget
bizonyítandó használjuk fel a 263. feladat állítását.

296. Mutassuk meg, hogy az f((a, b) \ E∞)) halmaz nullmértékű. Ezt bizonyí-
tandó használjuk fel a 234. feladat állítását.

297. Legyen k ≥ 2 adott egész szám. Legyen ε = (ε1, ε2, . . .) olyan 0 − 1
sorozat, amelyben nincs k egymás utáni 0 tag, sem pedig k egymás utáni 1 tag.
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Mutassuk meg, hogy ekkor f ′(xε) =∞, ahol xε = 2 ·
∞∑
n=1

εn/3
n. Vezessük le eb-

ből, hogy f ′(x) = ∞ teljesül a Cantor-halmaz minden olyan racionális pontjára,
amelynek a nevezője nem 3-hatvány. Ilyen például az 1/4 szám.

298. Ellenőrizzük, hogy az U(x) = x2 · cos(1/x) (x 6= 0), U(0) = 0 függvény
mindenütt differenciálható, és a deriváltja egy folytonos függvényben különbö-
zik f -től. Mivel minden folytonos függvénynek van primitív függvénye, ebből
következik, hogy f -nek is van.

Azt bizonyítandó, hogy f2-nek nincs primitív függvénye, vegyük észre, hogy
g(x) = 1 − 2f2(2x) minden x 6= 0-ra, és ha f2-nek volna primitív függvénye,
akkor 1− 2f2(2x)-nek is lenne.

299. Az, hogy f -nek van primitív függvénye, az előző (298.) feladathoz hason-
lóan bizonyítható. Mutassuk meg, hogy ha g(x) = x1/2 sin(1/x), ha x 6= 0 és
g(0) = 0, akkor f · g-nek nincs primitív függvénye R-en.

300. Mutassuk meg először, hogy f minden intervallumon Lebesgue-integrálható.

Legyen F (x) =

∫ x

0
f dλ (x ∈ R), és lássuk be, hogy F primitív függvénye

f -nek R-en. Ezt bizonyítandó becsüljük az |F (x+h)−F (x)
h − f(x)| mennyiséget,

felhasználva f approximatív folytonosságát.

301. Ha az x pont f szigorú lokális maximumhelye, akkor egy alkalmas racioná-
lis végpontú (p, q) intervallumra f(y) < f(x) minden y ∈ (p, q) és y 6= x esetén.
A (p, q) intervallumok különbözőek.

302. Vezessük vissza az állítást az előző (301.) feladat állítására.

303. Mutassuk meg, felhasználva a 173., 234. és 233. feladatok állításait, hogy
az A = {x ∈ [a, b] : D+f(x) < D+f(x) <∞} és B = {x ∈ [a, b] : D+f(x) =
∞} halmazok nullmértékűek. Így f jobbról differenciálható m.m. x ∈ [a, b]
pontban. Alkalmazva az előző (302.) feladat állítását, vezessük le ebből, hogy f
m.m. differenciálható.

304. Elég belátni, hogy ha f monoton növő, akkor f ′ Lebesgue-integrálható.
Osszuk fel [a, b]-t n egyenlő részre az a = x0 < x1 < . . . < xn = b pontokkal.
Legyen gn(x) = (f(xi) − f(xi−1))/(xi − xi−1) minden x ∈ (xi−1, xi)-re (i =
1, . . . , n). Mutassuk meg, hogy gn → f ′ m.m. A Fatout-lemma alkalmazásával
vezessük le ebből, hogy f ′ Lebesgue-integrálható.

305. Először mutassuk meg, hogy
∞∑
n=1

f ′n ≤ f ′ m.m. [a, b]-n. Az egyenlőség bi-

zonyítását vezessük vissza arra az esetre, amikor fn(a) = 0 minden n-re. Ebben

az esetben legyen sn =
n∑
i=1

fi. Mutassuk meg, hogy egy alkalmas nk sorozat-
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ra
∞∑
k=1

(f − snk) konvergens. Gondoljuk meg, hogy ha a sor összege g, akkor

∞∑
n=1

f ′n = f ′ minden olyan pontban teljesül, amelyben mindegyik fn és g is diffe-

renciálható.

306. Legyenek H ⊂ Gn nyílt halmazok, melyekre λ(Gn \ H) < 1/2n. Le-
gyen f(x) = λ(H ∩ [0, x]) és gn(x) = λ(Gn ∩ [0, x]). Mutassuk meg, hogy a∑
n

(g′n(x) − f ′(x)) sor m.m. konvergens, és hogy minden ilyen pont sűrűségi

pontja H-nak.

307. Vegyük a H halmaz mérhető burkát, és alkalmazzuk a 119. feladat állítását.

308. Induljunk ki a Cantor-függvényből, majd alkalmazzuk Fubini tételét.

309. Vezessük vissza az állítást Fubini tételére.

310. Legyenek g1, g2, . . . olyan lépcsősfüggvények, hogy
∫ b

a
|g−gn| dλ < 1/n2,

és legyen fn(x) =

∫ x

a
gn dλ. Az előző (309.) feladat felhasználásával mutassuk

meg, hogy
∞∑
n=1

(f ′ − f ′n) m.m. konvergens [a, b]-ben.

311. Az állítás azonnal következik a 272. és 310. feladatok állításaiból.

312. Állítsuk elő f -et két monoton függvény különbségeként. Ezen monoton
függvényekből vonjuk ki a deriváltjaik integrálfüggvényét. Mutassuk meg, hogy
monoton növő és szinguláris függvényeket kapunk, melyek különbsége f .

313. Használjuk fel a 268., 311. és 252. feladatok állításait.

314. Vezessük vissza az állítást arra az esetre, amikor f(x0) = 0 és f(x) ≥ 0 az
x0 pont egy környezetében. Felhasználva a 304., 313. és 311. feladatok állításait
mutassuk meg, hogy

F (x0 + h)− F (x0)

h
=

1

h
·
∫ x0+h

x0

f dλ

minden elég kis h-ra. Vezessük le ebből, hogy λ(Ah)/h → 0 és λ(Bh)/h → 0,
ahol Ah = {x ∈ (x0, x0 + h) : |f(x) − f(x0)| ≥ ε} és Bh = {x ∈ (x0 −
h, x0) : |f(x)− f(x0)| ≥ ε}.

315. Lássuk be, hogy f ′s(x) =∞minden x ∈ (0, 1)∩C-re. Ha 2 ·3−n ≤ h ≤ 2 ·
3−n+1, akkor becsüljük f(x+h)−f(x−h)-t alulról két esetet megkülönböztetve
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aszerint, hogy x n-edik jegye a hármas számrendszerben felírva 0 vagy 2.

316. Az első kérdésre nemleges a válasz, a másodikra igenlő.

317. (i)=⇒(ii) bizonyításához csak annyit kell észrevenni, hogy∫
B(x0,r)

|f(x)− f(x0)| dλ ≥
∫
A∩B(x0,r)

|f(x)− f(x0)| dλ,

ahol A = {x ∈ G : |f(x)− f(x0)| ≥ ε}. Az (i)=⇒(iii) implikáció nyilvánvaló.

318. Az előző (317.) feladat állítását felhasználva csak azt kell belátnunk, hogy
ha f approximatíve folytonos x0-ban, akkor x0 Lebesgue-pontja f -nek. Tegyük
fel, hogy |f(x)| ≤ K ha |x − x0| < η. Adott 0 < ε < η-ra legyen A =
{x ∈ G : |f(x)− f(x0)| ≥ ε}. Lássuk be, hogy∫

B(x0,r)
|f(x)− f(x0)| dλ ≤ 2K · λ(B(x0, r) ∩A) + ε · λ(B(x0, r)).

319. F ′ = f bizonyításához gondoljuk meg, hogy f minden intervallumban
Riemann-integrálható, és van primitív függvénye a 298. feladat szerint. Annak
bizonyításához, hogy a 0 nem Lebesgue-pont, használjuk fel, hogy | sin(1/x)| ≥
sin2(1/x).

320. Adott ε > 0-ra legyen A = {x ∈ G : |f(x) − f(x0)| ≥ ε}. Legyen Br =
B(x0, r) minden r > 0-ra. Ha van egy H halmaz a megadott tulajdonjságokkal,
akkor lássuk be, hogy A ∩ Br ⊂ Br \H minden elég kis r-re. Ezt felhasználva
becsüljük felülről a λ(Br ∩A) mértéket.

Ha f approximatíve folytonos x0-ban, akkor a H1/k = {x ∈ G : |f(x) −
f(x0)| < ε} (k = 1, 2, . . .) halmazok segítségével konstruáljunk egy olyan H
halmazt, amelynek x0 sűrűségi pontja, x0 ∈ H , és f a H halmazra szorítkozva
folytonos x0-ben.

321. Lássuk be, hogy i1 < i2 < . . . < is. Mutassuk meg, hogy minden i-re van
olyan k, hogy a Bik gömböt a középpontjából 3-szorosára nyújtva az így kapott
gömb lefedi Bi-t.

322. Lindelöf lefedési tételét felhasználva vezessük vissza az állítást a következő-
re: ha B1, . . . , Bn olyan gömbök, melyekre µ(Bi) > λ(Bi) · t minden i-re, akkor
a gömbök uniójának Lebesgue-mértéke legfeljebb 3p ·µ(Rp)/t. Ezt bizonyítandó
használjuk fel a gömbökre vonatkozó lefedési tételt.

323. Feltehetjük, hogy G = Rp, mert különben f -et kiterjesztjük Rp-re az
f(x) = 0 (x /∈ G) definícióval. A folytonos függvényekkel való közelítést il-
letően használjuk fel a 191. feladat állítását.

324. Alkalmazzuk a Radon–Nikodym-tételt, valamint a 323. és 317. feladatok
állításait.

325. Először véges mértékekre bizonyítsunk. Alkalmazzuk a 75. feladat állítását
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és a maximál-egyenlőtlenséget.

326. Alkalmazzuk a 323–325. feladatokat.

327. Ha
dϑ

dλ
(x) = 0, akkor ϑ véges az x pont egy környezetében. Így ebben a

környezetben alkalmazhatjuk az előző (326.) feladat állítását.

328. Legyen U azon x ∈ G pontok halmaza, amelyekre ϑ(B(x, r)) véges leg-
alább egy r > 0-ra. Alkalmazzuk 326. feladat (i) állítását a G halmazon. Mutas-

suk meg, hogy a
dϑ

dλ
derivált létezik minden x ∈ G \ U pontban is.

329. Ha H mérhető, akkor alkalmazzuk a 323. és 317. feladatok állításait. Tet-
szőleges H halmaz esetén használjuk a mérhető burok fogalmát.

330. Az „akkor” állítás bizonyításához használjuk ismét a mérhető burkot.

331. Vegyük Rp \H mérhető burkát.

332. Legyen f mérhető, és legyen Ap,q = {x ∈ G : p < f(x) < q}. Lássuk be,
hogy ha x0 sűrűségi pontja az Ap,q halmaznak minden olyan p, q ∈ Q, p < q-ra,
amelyre x0 ∈ Ap,q, akkor f approximatíve folytonos x0-ban.

Ha f m.m. pontban approximatíve folytonos, akkor azAc = {x ∈ Rp : f(x) ≤ c}
halmaz mérhetőségének bizonyításához használjuk fel a 330. feladat állítását.

333. Mutassuk meg, hogy az
⋃
F halmaz kielégíti a 331. feladatban megfogal-

mazott feltételt.
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1. Legyen I = {1, . . . , 100}, és jelöljükH-val az I halmaz 17 elemű részhalma-
zainak rendszerét. Ekkor

E =
⋃
H∈H

⋂
i∈H

Ai \
⋃

i∈I\H

Ai

 ,

amiből a feladat állítása nyilvánvaló.

2. Könnyű ellenőrizni, hogy

lim inf
n→∞

An =
∞⋃
N=1

∞⋂
n=N

An

és

lim sup
n→∞

An =
∞⋂
N=1

∞⋃
n=N

An.

Ebből a feladat állítása nyilvánvaló.

3. Ha x ∈ lim sup
n→∞

An, akkor x ∈ An, azaz χAn(x) = 1 végtelen sok n-re. Mivel

χAn minden értéke 0 vagy 1, ebből következik, hogy lim sup
n→∞

χAn(x) = 1. Ha

x /∈ lim sup
n→∞

An, akkor x /∈ An, azaz χAn(x) = 0 minden elég nagy n-re, tehát

lim sup
n→∞

χAn(x) = 0. Ezzel beláttuk, hogy lim sup
n→∞

χAn = χlim supn→∞ An .

Ha x ∈ lim inf
n→∞

An, akkor x ∈ An, azaz χAn(x) = 1 minden elég nagy n-re,

tehát lim inf
n→∞

χAn(x) = 1. Ha x /∈ lim inf
n→∞

An, akkor x /∈ An, azaz χAn(x) = 0

végtelen sok n-re, tehát lim inf
n→∞

χAn(x) = 0. Ezzel beláttuk, hogy lim inf
n→∞

χAn =
χlim infn→∞ An .

4. Az A ∩ B = A \ (A \ B) azonosság mutatja, hogy minden modulus zárt
a metszetképzésre. Legyen A modulus és H ∈ A. Ha B,C ∈ A|H , akkor
B \ C ∈ A|H . Másrészt a metszetképzésre való zártságból következik, hogy

B ∪ C = H \ ((H \B) ∩ (H \ C)) ∈ A|H ,

tehát azA|H rendszer gyűrű. Mivel pedigA|H -nak aH halmaz maximális eleme,
ezért A|H algebra.
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Most tegyük fel, hogy azA halmazrendszerből nem vezet ki a metszetképzés,
és A|H algebra minden H ∈ A-ra. Ekkor tetszőleges A,B ∈ A-ra A ∩B ∈ AA,
tehát mivel AA algebra, ezért A \B = A \ (A ∩B) ∈ AA ⊂ A. Így A modulus.

5. Először belátjuk, hogy tetszőleges X halmazra P (X) a szimmetrikus diffe-
renciára mint összeadásra és a metszetképzésre mint szorzásra nézve (algebrai
értelemben) gyűrűt alkot. Nyilvánvaló, hogy ha A,B ⊂ X , akkor A∆B ⊂ X és
A ∩B ⊂ X , tehát ezek a műveletek értelmesek P (X)-en.

Nyilvánvaló, hogy ∆ kommutatív. A ∆ művelet asszociativitása azt jelenti,
hogy (A∆B)∆C = A∆(B∆C) bármely A,B,C halmazra. Ez abból követ-
kezik, hogy mind (A∆B)∆C, mind pedig A∆(B∆C) azon elemek halmaza,
amelyekA,B,C közül páratlan soknak az elemei. MivelA∆∅ = A ésA∆A = ∅
minden A halmazra, ezért ∅ a nullelem, és minden halmaz ellentettje önmaga.
Ezzel beláttuk, hogy P (X) a szimmetrikus differenciára mint összeadásra nézve
Abel-csoport.

Könnyű ellenőrizni, hogy (A∆B) ∩C = (A ∩C)∆(B ∩C) teljesül minden
A,B,C-re, tehát P (X) a két műveletre nézve (kommutatív) gyűrűt alkot.

Most rátérünk a feladat megoldására. Az (i) és (ii) állításokat egyszerre bizo-
nyítjuk. Tegyük fel, hogy A gyűrű. Ekkor A∆B = (A \ B) ∪ (B \ A) ∈ A és
A ∩ B ∈ A minden A,B-re, tehát a ∆ és ∩ műveletek értelmesek A-n. A fen-
tiekből tehát következik, hogy A a megadott műveletekkel a P (X) részgyűrűje,
ahol X =

⋃
A. Ha A algebra és a maximális eleme X , akkor X egységelem,

hiszen X ∩A = A minden A ∈ A-ra.
Most tegyük fel, hogy A gyűrűt alkot a megadott két műveletre nézve. Ekkor

A∆B ∈ A és A∩B ∈ Aminden A,B ∈ A-ra. Mivel A\B = A∆(A∩B) ∈ A
és A ∪ B = (A∆B)∆(A ∩ B) ∈ A minden A,B ∈ A-ra, ezért A gyűrű. Ha az
algebrai értelemben vett gyűrűben U ∈ A egységelem, akkor U ∩A = A minden
A ∈ A-ra. Ez azt jelenti, hogyA ⊂ U mindenA ∈ A-ra, tehát U maximális elem
A-ban, és így A algebra.

6. Az (A \ B) ∩ (C \ D) = (A ∩ C) \ (B ∪ D) azonosság mutatja, hogy a
B = {A \B : A,B ∈ H} halmazrendszer zárt a metszetképzésre. Belátjuk, hogy
ha A,B,C,D ∈ A, akkor (A \ B) \ (C \D) előáll két diszjunkt B-beli halmaz
uniójaként. Ennek bizonyításához feltehetjük, hogy D ⊂ C, hiszen C \ D =
C \ (C ∩D), tehát D-t helyettesíthetjük C ∩D-vel.

Legyen X = A∪B ∪C ∪D, és vezessük be az U c = X \U jelölést minden
U ⊂ X-re. Ekkor

(A \B) \ (C \D) = A ∩Bc ∩ (C ∩Dc)c = A ∩Bc ∩ (Cc ∪D) =

= [A ∩Bc ∩ Cc] ∪ [A ∩Bc ∩D] =

= [A \ (B ∪ C)] ∪ [(A ∩D) \B].
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Itt A \ (B ∪ C), (A ∩D) \B ∈ B, és a két halmaz diszjunkt, hiszen

[A \ (B ∪ C)] ∩ C = ∅ és (A ∩D) \B ⊂ D ⊂ C.

7. Legyenek az U, V,W halmazok függetlenek a Megoldási ötletben leírt módon.
(Ilyen például három különböző egységsugarú nyílt körlap a síkon, amelyeknek
van közös pontjuk.) Könnyű ellenőrizni, hogy az U, V,W halmazok által generált
H háló az

∅, U ∩ V ∩W, U ∩ V, U ∩W, V ∩W, U, V, W

halmazokból, valamint az ezekből képezhető uniókból áll. Az is könnyen látható,
hogy az (U ∪ V ∪W ) \ (U \ V ) halmaz nem eleme az {A \ B : A,B ∈ H}
halmazrendszernek, ez tehát nem modulus.

8. Legyenek az A,B ⊂ Z halmazok periodikusak a p, illetve q periódussal. (Ez
azt jelenti, hogy minden n ∈ Z-re (n ∈ A) ⇐⇒ (n+ p) ∈ A és (n ∈ B) ⇐⇒
(n+q ∈ B).) Ebből következik, hogyA ésB periodikusak a p ·q periódus szerint
is. Így A \B és A ∪B szintén periodikusak a p · q periódussal. Tehát a kérdéses
halmazrendszer gyűrű. Mivel van maximális eleme (Z), ezért algebra.

9. Legyen A a páros egész számok egy tetszőleges részhalmaza. Ha B = A ∪
{2n : 2n /∈ A} és C = A ∪ {2n + 1: 2n /∈ A}, akkor A = B ∩ C, továbbá
B-nek és C-nek van sűrűsége, hiszen tetszőleges n ∈ Z-re |B ∩ {2n, 2n+ 1}| =
|C ∩ {2n, 2n+ 1}| = 1, tehát

lim
N→∞

|B ∩ [−N,N ]

2N
= lim

N→∞

|C ∩ [−N,N ]

2N
=

1

2
.

Ha olyan A halmazt választunk, amelynek nincs sűrűsége (ilyen például azon n
egész számok halmaza, amelyekre 22i−1 < n ≤ 22i valamely i pozitív egészre),
akkor láthatjuk, hogy a sűrűséggel rendelkező halmazok rendszere nem zárt a
metszetképzésre, tehát nem gyűrű, sőt nem is modulus.

10. Mivel A gyűrű, ezért az alábbi azonosságokból nyilvánvalóan következik,
hogy a

B = A ∪ {X \A : A ∈ A}

halmazrendszer bármely két elemének a különbsége is B-ben van: ha A,B ⊂ X ,
akkor

A \ (X \B)=A∩B, (X \A) \B=X \ (A∪B), (X \A) \ (X \B)=B \A.

Hasonlóan, az alábbi azonosságokból, illetve abból a feltételből, hogy A gyűrű,
következik, hogy a B halmazrendszer bármely két elemének az uniója is B-ben
van: ha A,B ⊂ X , akkor

A ∪ (X \B) = X \ (B \A), (X \A) ∪ (X \B) = X \ (A ∩B).
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Mivel X a B halmazrendszer maximális eleme, ezért B algebra.
Belátjuk, hogy ha A σ-gyűrű, akkor B σ-algebra. Mivel algebra, ezért elég

belátni, hogy B1, B2, . . . ∈ B esetén B =

∞⋃
n=1

Bn ∈ B. Minden n-re Bn ∈ A

vagy X \ Bn ∈ A teljesül. Legyen C, illetve D azon Bn halmazok uniója,
melyek elemei A-nak, illetve amelyek X-re való komplementere eleme A-nak.
Ekkor C ∈ A, hiszen A σ-gyűrű, tehát C ∈ B. Másrészt X \ D ∈ A, hiszen
megszámlálhatóan sok A-beli halmaz metszete A-ben van. Így D ∈ B és B =
C ∪D ∈ B, amivel beláttuk, hogy B σ-gyűrű.

11. LegyenA = {A1, . . . , An} ésX = A1∪. . .∪An.Vezessük be azA1 = A és
A−1 = X \A jelölést mindenA ⊂ X-re. Tekintsük azAε1...εn = Aε11 ∩ . . .∩A

εn
n

halmazokat, ahol εi = ±1 minden i = 1, . . . , n-re, és nem mindegyik εi egyen-
lő −1-gyel. Ezek a halmazok elemei az A által generált R gyűrűnek, páronként
diszjunktak és az uniójuk X. Nyilvánvaló, hogy az Aε1...εn halmazokból készít-
hető uniók egy R′ gyűrűt alkotnak, amelyre R′ ⊂ R és amely mindegyik Ai
halmazt tartalmazza. Így R′ = R. Mivel az Aε1...εn halmazok száma legfeljebb
2n − 1, a belőlük készíthető uniók száma legfeljebb 22

n−1. Így R = R′-nek
legfeljebb 22

n−1 eleme van.

Ez el is érhető. Jelöljük Tn-nel azon n hosszúságú (−1)− 1-sorozatok halmazát,
melyeknek legalább egyik koordinátája 1, és legyen Ai azon Tn-beli sorozatok
halmaza, amelyek i-edik koordinátája 1 (i = 1, . . . , n). Ekkor a fenti okoskodás-
ban szereplő jelöléssel Aε1...εn = {(ε1 . . . εn)}, ami azt jelenti, hogy Tn mind-
egyik egyelemű részhalmaza elemeR-nek. ÍgyR = P (Tn), és P (Tn)-nek éppen
22
n−1 eleme van.

12. Jelöljük B-vel a generált gyűrűt. Induljunk ki abból, hogy {n} = {n, n +
1, n+2, . . .}\{n+1, n+2, . . .}, tehát {n} ∈ B minden n ∈ N-re. A gyűrű tulaj-
donságai alapján ebből következik, hogy N minden véges részhalmaza és (N ∈ A
alapján) ezek N-re vonatkozó komplementerei mind elemei B-nek. Mivel ezen
halmazokR rendszere gyűrűt alkot és A ⊂ R ⊂ B, ezért B minimalitása alapján
B = R. Tehát B azon A ⊂ N halmazok rendszere, melyekre A vagy N \A véges.

13. Jelöljük B-vel a generált gyűrűt. Legyen C azon síkbeli halmazok rendszere,
amelyek rendelkeznek azzal a tulajdonsággal, hogy minden függőleges egyenes-
sel vett metszetük elemszáma véges, sőt korlátos. Mivel C könnyen láthatóan
gyűrű, ezért B ⊂ C. Másrészt C minden eleme előáll két olyan halmaz különb-
ségeként, amelyek mindegyike véges sok R→ R függvény grafikonjának uniója,
ezért C ⊂ B, tehát B = C.

14. Jelöljük B-vel azon halmazok rendszerét, amelyek lefedhetők A véges sok
elemével. Nyilvánvaló, hogy B-ből a különbség és az unió műveletek nem ve-
zetnek ki, tehát B gyűrű. Mivel A ⊂ B, ezért B tartalmazza az A által generált
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gyűrűt. A generált σ-gyűrűre vonatkozó állítás ugyanígy bizonyítható.

15. Jelöljük B-vel azon H ⊂ R halmazok rendszerét, amelyek szimmetrikusak a
0-ra. Nyilvánvaló, hogy B-ből nem vezetnek ki a halmazelméleti műveletek, tehát
B σ-gyűrű (sőt σ-algebra). Mivel A ⊂ B, ezért az A által generált σ-gyűrű része
B-nek, tehát az elemei szintén szimmetrikusak a 0-ra.

16. Jelöljük B-vel azon halmazok rendszerét, amelyek elemei az A egy alkal-
mas véges részrendszere által generált gyűrűnek. Nyilvánvaló, hogy B-ből nem
vezet ki a különbség- és unióképzés, tehát B gyűrű. Mivel A ⊂ B, ezért az A
által generált gyűrű része B-nek, ami éppen az (i) állítás. A (ii) állítás hasonlóan
igazolható.

17. LegyenekX és Y olyan halmazok, amelyekre azX \Y,X∩Y, Y \X halma-
zok mindegyike végtelen. Ekkor A = {H ⊂ X : H vagy X \H véges}, illetve
B = {H ⊂ Y : H vagy Y \ H véges} algebrák. Az A ∩ B halmazrendszernek
nincs maximális eleme, mert X ∩Y minden véges részhalmaza elemeA∩B-nek,
de X ∩ Y /∈ A ∩ B. Így A ∩ B nem algebra.

18. (i) Legyen R az A által generált gyűrű. Minden A-t tartalmazó algebra gyű-
rű is, tehát tartalmazza R-et. Ha tehát R algebra, akkor R az A-t tartalmazó
legszűkebb algebra.

Most tegyük fel, hogy R nem algebra. Belátjuk, hogy ekkor nem létezik A-t
tartalmazó legszűkebb algebra. Legyen B egy tetszőleges A-t tartalmazó algeb-
ra, és legyen B maximális eleme X . Legyen Y olyan halmaz, amely szigorúan
bővebb X-nél. A 10. feladat állítása szerint

B′ = R∪ {Y \ E : E ∈ R}

algebra.
Mivel R ⊂ B, ezért X /∈ R, hiszen X ∈ R esetén X volna R maximális

eleme, és így R algebra volna. Ebből következik, hogy X /∈ B′. Így B′ nem tar-
talmazza B-t (hiszen X ∈ B), tehát B nem minimális az A-t tartalmazó algebrák
között.

A (ii) állítás bizonyítása hasonló.

19. Nyilvánvaló, hogy I, J ∈ P1(H) esetén I ∩ J ∈ P1(H). Másrészt [a, b) \
[c, d) egyenlő az [a, b), [d, b), [a, d), ∅, illetve [a, c) ∪ [d, b) halmazok valamelyi-
kével az [a, b) és [c, d) intervallumok elhelyezkedésétől függően.

20. Az állítást n szerinti indukcióval bizonyítjuk. Legyen először n = 1. Ezt az
esetet k szerinti indukcióval bizonyítjuk. Ha k = 1, akkorA félgyűrű-tulajdonsága
szerint A1 \ B1 előáll véges sok páronként diszjunkt A-beli halmaz uniójaként.
Legyen k ≥ 1, és tegyük fel, hogy az állítás igaz k-ra. Ha B1, . . . , Bk+1 ∈ A,
akkor az indukciós feltevés szerint A1 \ (B1 ∪ . . . ∪ Bk) = C1 ∪ . . . ∪ Cm, ahol
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C1, . . . , Cm páronként diszjunkt A-beli halmazok. Ekkor

A1 \ (B1 ∪ . . . ∪Bk+1) = [A1 \ (B1 ∪ . . . ∪Bk)] \Bk+1 =

= (C1 \Bk+1) ∪ . . . ∪ (Cm \Bk+1).

Ha itt a Ci \Bk+1 halmazokat felírjuk páronként diszjunktA-beli halmazok unió-
jaként, akkor ezek együtt az A1 \ (B1∪ . . .∪Bk+1) halmaz megfelelő előállítását
adják. Ezzel az n = 1 esetet beláttuk.

Most legyen n ≥ 1, és tegyük fel, hogy az állítás igaz n-re. HaA1, . . . , An+1,
B1, . . . , Bk ∈ A és B = B1 ∪ . . . ∪Bk, akkor

(A1 ∪ . . . ∪An+1) \B = U ∪ V,

ahol U = (A1 ∪ . . . ∪An) \B, és

V = [An+1 \ (A1 ∪ . . . ∪An)] \B = An+1 \ (A1 ∪ . . . ∪An ∪B1 ∪ . . . ∪Bk).

Itt U ∩ V = ∅. Az indukciós feltétel szerint U előáll mint páronként diszjunkt
A-beli halmazok uniója, az n = 1 eset szerint pedig V is előáll mint páronként
diszjunkt A-beli halmazok uniója. Ezzel a feladatot megoldottuk.

21. Jelöljük B-vel azon halmazok rendszerét, amelyek előállnak véges sok pá-
ronként diszjunkt A-beli halmaz uniójaként. Nyilvánvaló, hogy B része az A
által generált gyűrűnek, tehát elég belátni, hogy B gyűrű.

Az, hogy B modulus, az előző feladat állításából következik. Az is nyilvánva-
ló, hogy ha A,B ∈ B és A ∩B = ∅, akkor A ∪B ∈ B.

Legyen A,B ∈ B tetszőleges. Ekkor A∪B = A∪ (B \A). Itt a jobb oldalon
szereplő halmazok diszjunktak, továbbá B \ A ∈ B, tehát az előző megjegyzés
szerint A ∪B ∈ B.

22. Legyenek A,B nemüres halmazok, melyekre A ⊂ B és B \ A legalább
kételemű. Ekkor az A = {∅, A,B} halmazrendszer nem félgyűrű, hiszen B \ A
nem áll elő A-beli halmazok uniójaként.

Legyen B \ A = B1 ∪ B2, ahol B1, B2 diszjunkt, nemüres halmazok. Ekkor
A1 = {∅, A,B,B \ A} félgyűrű (sőt algebra), valamint A2 = {∅, A,B,B1, B2}
félgyűrű. Mivel A1 ∩ A2 = A, így nem létezik legszűkebb A-t tartalmazó fél-
gyűrű, hiszen bármely A-t tartalmazó B félgyűrűre vagy A1 vagy pedig A2 nem
lehet bővebb B-nél.

23. Az (A × B) ∩ (C ×D) = (A ∩ C) × (B ∩D) azonosság mutatja, hogy a
C = {A×B : A ∈ A, B ∈ B} halmazrendszer zárt a metszetképzésre.

Legyen A,B ∈ A és C,D ∈ B. Könnyű ellenőrizni, hogy

(A×B) \ (C ×D) = [(A \ C)×B] ∪ [(A ∩ C)× (B \D)]. (17)
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Mivel A félgyűrű, ezért vannak olyan diszjunkt A1, . . . , An ∈ A halmazok, hogy
A \ C = A1 ∪ . . . ∪ An. Hasonlóan, vannak olyan diszjunkt B1, . . . , Bk ∈ B
halmazok, hogy B \D = B1 ∪ . . . ∪Bk. Így (17) szerint az (A×B) \ (C ×D)
halmaz előáll mint az Ai ×B és az (A∩C)×Bj halmazok uniója. Mivel ezek a
halmazok elemei C-nek és páronként diszjunktak, ezzel beláttuk, hogy C félgyűrű.

24. A Pp halmazrendszer (vagyis az [a1, b1) × . . . × [ap, bp) téglák halmaza az
üres halmazzal együtt) félgyűrűt alkot. Ez p szerinti indukcióval adódik a 19. és
az előző (23.) feladat állításából.

Könnyű ellenőrizni, hogy ha A félgyűrű és B olyan részrendszere A-nak,
amelyre teljesül, hogy (A ∈ B, B ∈ A, B ⊂ A) =⇒ B ∈ B, akkor B szin-
tén félgyűrű. Ebből a feladat állítása nyilvánvaló.

25. Nyilvánvaló, hogy f ∈ L(A) esetén c · f ∈ L(A) minden c ∈ R-re. Legye-
nek f, g ∈ L(A) adott függvények. Ekkor vannak A1, . . . , An ∈ A páronként
diszjunkt halmazok, melyekre f(x) = ai ha x ∈ Ai (i = 1, . . . , n), és f(x) = 0
ha x ∈ X \ A, ahol A = A1 ∪ . . . ∪ An. Hasonlóan, vannak B1, . . . , Bk ∈ A
páronként diszjunkt halmazok, melyekre g(x) = bj ha x ∈ Bj (j = 1, . . . , k), és
g(x) = 0 ha x ∈ X \B, ahol B = B1 ∪ . . . ∪Bk.

Legyen Ci = Ai \B és Dj = Bj \ A (i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k). Világos,
hogy a Ci, Dj és Ai ∩ Bj halmazok páronként diszjunktak és az uniójuk A ∪ B.
Nyilvánvaló, hogy f + g konstans mindegyik Ci, Dj és Ai ∩ Bj halmazon, és
nulla az X \ (A ∪B) halmazon.

Az A rendszer félgyűrű-tulajdonsága miatt Ai ∩ Bj ∈ A minden i, j-re. A
Ci és Dj halmazok nem feltétlenül elemei A-nak. Azonban a 20. feladat állítá-
sa szerint Ci és Dj felbonthatóak véges sok páronként diszjunkt A-beli halmaz
uniójára. Ebből világos, hogy f + g ∈ L(A).

26. Nevezzünk egyA ∈ R halmazt atomnak, ha mindenB ∈ R halmazraA ⊂ B
vagyA∩B = ∅. Nyilvánvaló, hogy két különböző atom szükségképpen diszjunkt.
ÍgyR-ben csak véges sok atom van.

Most belátjuk, hogy tetszőleges B ∈ R nemüres halmazra az A∗B = {C ∈
A : C ⊂ B, C 6= ∅} halmazrendszerben van minimális elem. Tegyük fel, hogy
A∗B-ban nincs minimális elem. Ekkor létezik egy A1 ∈ AB halmaz, amely nem
üres és valódi része B-nek, hiszen B nem minimális. Mivel A1 sem minimális,
létezik egyA2 ∈ AB nemüres halmaz, amely valódi részeA1-nek, hiszenA1 nem
minimális. Az eljárást folytatva kapjuk azA1, A2, . . . halmazokat, amelyek mind-
egyike valódi része az előzőnek. Ekkor az A1 \ A2, A2 \ A3, . . . ∈ A halmazok
nem üresek és páronként diszjunktak, ami ellentmond a feltételnek.

Így tetszőleges B ∈ R nemüres halmazra A∗B-nak van minimális eleme. Ha
C ∈ A∗B minimális, akkor C atom. Ugyanis tetszőleges A ∈ R halmazra, ha
C ∩ A 6= ∅, akkor C ∩ A ∈ A∗B és C ∩ A ⊂ C, tehát C minimalitása miatt
C ∩ A = C, azaz C ⊂ A. Ezzel beláttuk, hogy minden nemüres B ∈ R halmaz
tartalmaz nemüres atomot.
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Legyenek A1, . . . , An az A-beli atomok. Ekkor tetszőleges A ∈ R halmazra
legyen A′ az a halmaz, amit úgy kapunk, hogy A-ból kivonjuk az A által tartal-
mazott atomok unióját. Ekkor A′ ∈ A. Ha A′ nem üres, akkor tartalmaz nemüres
atomot. Ez azonban lehetetlen, mert A′ diszjunkt minden atomtól. Tehát A′ = ∅,
és így A előáll mint az általa tartalmazott atomok uniója. Mivel csak véges sok
atom van, ezzel baláttuk, hogyR-nek csak véges sok eleme van.

27. Belátjuk, hogy az állítás minden félgyűrűre (és így minden modulusra is)
igaz. Legyen A olyan félgyűrű, amelyben nincs végtelen sok páronként diszjunkt
nemüres halmaz. Ekkor A-ban csak véges sok atom van (ez ugyanúgy adódik,
mint az előző feladat megoldásában).

Most belátjuk, hogy tetszőleges B ∈ A nemüres halmazra az A∗B = {C ∈
A : C ⊂ B, C 6= ∅} halmazrendszerben van minimális elem. Ha ez nem len-
ne igaz, akkor (az előző megoldásban követett gondolatmenet szerint) volna egy
olyan A1, A2, . . . halmazsorozat A-ban, amelyben mindegyik halmaz valódi ré-
sze az előzőnek. Ekkor az A1 \ A2, A2 \ A3, . . . ∈ A halmazok nem üresek és
páronként diszjunktak. Mivel A félgyűrű, ezért Ai \ Ai+1 előáll mint véges sok
páronként diszjunktA-beli halmaz uniója. Ezek között kell, hogy legyen nemüres
halmaz, tehát minden i-re van olyan Bi ⊂ Ai \ Ai+1 halmaz, amelyre B ∈ A és
B 6= ∅. Ekkor a Bi ∈ A halmazok nem üresek és páronként diszjunktak, ami
ellentmond a feltételnek.

Így tetszőleges B ∈ A nemüres halmazra A∗B-nak van minimális eleme. Ha
C ∈ A∗B minimális, akkorC atom. Ugyanis tetszőlegesA ∈ A halmazraC∩A ∈
A|B és C ∩ A ⊂ C, tehát C minimalitása miatt vagy C ∩ A = ∅, vagy pedig
C ∩ A = C, azaz C ⊂ A. Ezzel beláttuk, hogy minden nemüres B ∈ A halmaz
tartalmaz nemüres atomot.

Legyenek A1, . . . , An az A-beli atomok. Ekkor tetszőleges A ∈ A halmazra
legyen A′ az a halmaz, amit úgy kapunk, hogy A-ból kivonjuk az A által tartal-
mazott atomok unióját. A félgyűrű-tulajdonság miatt A′ előáll mint véges sok
A-beli halmaz uniója. Ha A′ nem üres, akkor tehát A′ tartalmaz egy nemüres
B ∈ A halmazt. Így B tartalmaz nemüres atomot ami lehetetlen, mert B ⊂ A′ és
A′ diszjunkt minden atomtól. TehátA′ = ∅ és ígyA előáll mint az általa tartalma-
zott atomok uniója. Mivel csak véges sok atom van, ezzel baláttuk, hogy A-nak
csak véges sok eleme van.

Az állítás hálókra általában nem igaz. Valóban, ha A1, A2, . . . olyan halma-
zok, amelyek mindegyike valódi része az előzőnek, akkor A = {∅} ∪ {Ai : i =
1, 2, . . .} háló,A-ban nincs végtelen sok páronként diszjunkt nemüres halmaz, de
A-nak végtelen sok eleme van.

28. Legyen A ∈ A rögzített. Nyilvánvaló, hogy a megoldási ötletben szereplő
H′ halmazrendszer monoton osztály. Mivel tartalmazza A-t, ezért H′ = H, ami
azt jelenti, hogy ha A ∈ A és E ∈ H, akkor E ∩ A, E ∪ A, E \ A mindegyike
H-ban van. Most legyen H ∈ H rögzített. Ha H′′ jelöli azon E ∈ H halmazok
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rendszerét, amelyekre E ∩ H, E ∪ H, E \ H mindegyike H-ban van, akkor
könnyen láthatóanH′ monoton osztály. Mivel az előzőek szerint tartalmazzaA-t,
így H′′ = H, ami azt jelenti, hogy ha H,E ∈ H, akkor E ∩H, E ∪H, E \H
mindegyike H-ban van. Így H gyűrű, tehát σ-gyűrű is (mivel monoton osztály),
és így tartalmazza az A által generált σ-gyűrűt. (Valójában egyenlő vele, hiszen
az A által generált σ-gyűrű monoton osztály, tehát tartalmazzaH-t.)

29. Legyen µ végesen additív és eltolás-invariáns halmazfüggvény az adott hal-
mazrendszeren, amelyre µ(Z) = 1. HaA egy mindkét irányban végtelen számtani
sorozat d differenciával, akkor Z egyrétűen lefedhető az A halmaz d darab eltolt
példányával. Mivel µ(Z) = 1, ezért szükségképpen µ(A) = 1/d.

Ha a B ⊂ Z halmaz periodikus p periódussal és |B ∩ {0, . . . , p − 1}| =
k, akkor B előáll mint k darab diszjunkt, mindkét irányban végtelen számtani
sorozat uniója, melyek differenciája p. Így µ(B) = k/p, ami megegyezik B
sűrűségével.

30. Vezessük be az A1 = A és A−1 = X \ A jelölést minden A ⊂ X-re.
Tekintsük az Aε1...εn = Aε11 ∩ . . . ∩ A

εn
n halmazokat, ahol εi = ±1 minden

i = 1, . . . , n-re, és nem mindegyik εi egyenlő −1-gyel. Ezek a halmazok elemei
A-nak, páronként diszjunktak és az uniójuk X. Nyilvánvaló, hogy minden i-re az
Ai halmaz egyenlő azon Aε1...εn halmazok uniójával, amelyekre εi = 1.

Legyen B1, . . . , Bk az Aε1...εn halmazok közül a nemüresek felsorolása. Ek-
kor µ(B1) + . . . + µ(Bk) = µ(X) = 1. Az Ai halmazok mindegyikének µ-
mértéke egyenlő azon Bj-k mértékeinek összegével, amelyek részei Ai-nek. Így
100 < µ(A1) + . . . + µ(An) = s1µ(B1) + . . . + skµ(Bk), ahol sj jelöli, hogy
a Bj halmaz hány Ai-nak része. Ha mindegyik Bj legfeljebb 100 Ai-nak része,
akkor

s1µ(B1) + . . .+ skµ(Bk) ≤ 100 · (µ(B1) + . . .+ µ(Bk)) = 100,

ami lehetetlen.

31. A µ halmazfüggvény additivitása nyilvánvaló. Ugyancsak nyilvánvaló, hogy
π(H) =

∑
x∈H

f(x)+, ν(H) =
∑
x∈H

f(x)− és τ(H) =
∑
x∈H
|f(x)| minden H ∈

A-ra. Így az ϑ(A) = π(A) − ν(A) és τ(A) = π(A) + ν(A) egyenlőségek
nyilvánvalóak az a = a+ − a− és |a| = a+ − a− összefüggésekből.

32. (i) LegyenekA1, . . . , An páronként diszjunktA-beli halmazok, és tegyük fel,
hogy A = A1 ∪ . . . ∪ An ∈ A. Ha B ∈ A|A, akkor B ∩ Ai ∈ A|Ai minden i-re
(mert A háló), tehát

ϑ(B) =
n∑
i=1

ϑ(B ∩Ai) ≤
n∑
i=1

π(Ai).
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Mivel ez minden B ∈ A|A-re igaz, ezért

π(A) = sup{ϑ(B) : B ∈ A|A} ≤
n∑
i=1

π(Ai).

Az ellenkező irányú egyenlőtlenséget bizonyítandó feltehetjük, hogy π(A) <∞.
Ekkor π(Ai) is véges minden i-re, hiszen 0 ≤ π(Ai) ≤ π(A). Legyen ε < 0
adott. Válasszunk olyan Bi ∈ A|Ai halmazokat, hogy ϑ(Bi) > π(Ai) − ε/n
teljesüljön. Ekkor B = B1 ∪ . . . ∪Bn ∈ A és B ⊂ A. Így

π(A) ≥ ϑ(B) >
n∑
i=1

π(Ai)− ε.

Mivel ez minden ε > 0-ra igaz, ezért π(A) ≥
n∑
i=1

π(Ai). Ezzel beláttuk, hogy π

additív. Hasonlóan bizonyítható, hogy ν és τ is additívak.

(ii) Tegyük fel először, hogy A ∈ A és ϑ(A) véges. Ekkor

π(A) = sup{ϑ(B) : B ∈ A|A} = sup{ϑ(A)− ϑ(A \B) : B ∈ A|A} =

= ϑ(A)− inf{ϑ(A \B) : B ∈ A|A} = ϑ(A) + ν(A).

Ebből világos, hogy ϑ(A) = π(A) − ν(A), ha a jobb oldal értelmes. Ha viszont
ϑ(A) = ∞, akkor π(A) = ∞, és ϑ(A) = π(A) − ν(A) ekkor is igaz (ha a
jobb oldal értelmes). Ha pedig ϑ(A) = −∞, akkor ν(A) = ∞, és ϑ(A) =
π(A)− ν(A), feltéve, hogy a jobb oldal értelmes.

(iii) Ha A,A1, . . . , An ∈ A és A1, . . . , An diszjunkt részhalmazai A-nak, akkor
n∑
i=1

|ϑ(Ai)| = ϑ(B)− ϑ(C), ahol B azon Ai-k uniója, amelyekre ϑ(Ai) ≥ 0, C

pedig azon Ai-k uniója, amelyekre ϑ(Ai) < 0. Mivel ϑ(B) − ϑ(C) ≤ π(A) +
ν(A), ebből következik, hogy τ(A) ≤ π(A)+ν(A). Másrészt tetszőlegesB,C ∈
A|A halmazokra

ϑ(B)− ϑ(C) = ϑ(B \ C)− ϑ(C \B) ≤ |ϑ(B \ C)|+ |ϑ(C \B)| ≤ τ(A).

Így

π(A) + ν(A) = sup{ϑ(B) : B ∈ A|A}+ sup{−ϑ(C) : C ∈ A|A} =

= sup{ϑ(B)− ϑ(C) : B,C ∈ A|A} ≤ τ(A).

33. Legyen A = A1 ∪ . . . ∪ An, ahol A,A1, A2 . . . ∈ P2(H), és az A1, . . . , An

téglák páronként diszjunktak. Be kell látnunk, hogy µ(A) =
n∑
i=1

µ(Ai).
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Legyenek azAi tégla csúcspontjai ai, bi, ci, di, ahol ai a bal alsó csúcspont, di
pedig a jobb felső csúcspont. Legyenek továbbá az A tégla csúcspontjai a, b, c, d,
ahol a a bal alsó csúcspont, d pedig a jobb felső csúcspont. Ekkor

n∑
i=1

µf (Ai) =
n∑
i=1

(f(ai)− f(bi)− f(ci) + f(di)). (18)

Mivel az a pont valamelyik Ai téglának is bal alsó csúcspontja, ezért az f(a) tag
szerepel a jobb oldali összegben. Ugyanígy látható, hogy az f(d),−f(b),−f(c)
tagok is szerepelnek a jobb oldali összegben. Megmutatjuk, a többi tag kiesik.

Tekintsünk egy f(ai) tagot, ahol ai 6= a. Mivel az Ai téglák páronként disz-
junktak és az uniójuk A, ezért könnyen láthatóan a következő esetek valamelyike
teljesül.

1. Az ai pont három másik téglának is csúcspontja, méghozzá bal felső, jobb
alsó és jobb felső csúcspontja. Így a (18) jobb oldalán szereplő összegben két
tag f(ai)-val egyenlő, két másik pedig −f(ai)-val egyenlő, ezek tehát kiejtik
egymást.

2. Az ai pont egyetlen másik téglának is csúcspontja, méghozzá annak vagy
a bal felső vagy a jobb alsó csúcspontja. Így a (18) jobb oldalán szereplő összeg-
ben egy tag f(ai)-val, egy másik pedig −f(ai)-val egyenlő, ezek tehát kiejtik
egymást.

Ezzel beláttuk, hogy
n∑
i=1

µf (Ai) = f(a)− f(b)− f(c) + f(d) = µf (A).

34. Legyen

f(x, y) =

{
µ([a1, x)× [a2, y)), ha a1 < x ≤ b1 és a2 < y ≤ b2,
0, ha x = a1 vagy y = a2.

Belátjuk, hogy µ = µf . Legyen [c1, d1)× [c2, d2) tetszőleges eleme P2(T )-nek.
Ekkor f definíciója szerint

f(d1, d2) = µ([a1, d1)× [a2, d2)),

f(c1, d2) = µ([a1, c1)× [a2, d2)),

f(d1, c2) = µ([a1, d1)× [a2, c2)),

f(c1, c2) = µ([a1, c1)× [a2, c2)).

Ha itt az első egyenlőséghez hozzáadjuk a negyediket, majd az összegből kivonjuk
a másodikat és a harmadikat, akkor – felhasználva azt is, hogy µ additív – azt
kapjuk, hogy µf ([c1, d1)× [c2, d2)) = µ([c1, d1)× [c2, d2)).

35. Tegyük fel (i)-et. Megmutatjuk, hogy a g(x) = f(x, a2) és h(y) = f(a, y)−
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f(a1, b1) függvények kielégítik a feltételeket. Valóban, tetszőleges (x, y) ∈ T -re

0 = µf ([a1, x)× [a2, y)) = f(x, y)− f(a1, y)− f(x, a2) + f(a1, a2) =

= f(x, y)− h(y)− g(x),

tehát f(x, y) = g(x) + h(y).
Ha f(x, y) = g(x)+h(y), akkor µf definíciójából egyszerű behelyettesítéssel

adódik, hogy µf (A) = 0 minden A ∈ P2(T )-re.

36. Az akkor állítást a Lagrange-középértéktétel kétváltozós változatából vezet-
jük le. Tegyük fel, hogy f kétszer differenciálható a T = [a1, b1] × [a2, b2] tégla
pontjaiban. Belátjuk, hogy van olyan (u, v) ∈ T pont, hogy

µf (T ) =
∂2f

∂x∂y
(u, v) · (b1 − a1)(b2 − a2). (19)

Valóban,

µf (T ) = f(b1, b2)− f(a1, b2)− f(b1, a2) + f(a1, a2) = F (b1)− F (a1), (20)

ahol F (x) = f(x, b2) − f(x, a2) (x ∈ [a1, b1]). A Lagrange-középértéktétel
szerint van olyan u ∈ (a1, b1) pont, hogy

F (b1)− F (a1)

b1 − a1
= F ′(u) =

∂f

∂x
(u, b2)−

∂f

∂x
(u, a2) = G(b2)−G(a2), (21)

ahol G(y) =
∂f

∂x
(u, y) (y ∈ [a2, b2]). Így ismét alkalmazva a Lagrange-középér-

téktételt kapunk egy v ∈ (a2, b2) pontot, amelyre G(b2)−G(a2) =
∂2f

∂x∂y
(u, v) ·

(b2 − a2). Ha ezt összevetjük (20)-szal és (21)-gyel, akkor megkapjuk (19)-et.

Az (19) összefüggésből nyilvánvaló, hogy ha
∂2f

∂x∂y
≥ 0Gminden pontjában,

akkor µf ≥ 0.
A másik irány nyilvánvaló a következő ismert állításból: ha f kétszer diffe-

renciálható az (u, v) pontban, akkor

∂2f

∂x∂y
(u, v) = lim

h→+0

µf ([u, u+ h)× [v, v + h))

h2
. (22)

Lásd [7, 21.82. Lemma, 62. oldal].

37. (i) LegyenA ∈ R tetszőleges. A 21. feladat állítása szerintA = A1∪. . .∪An,
ahol A1, . . . , An páronként diszjunkt A-beli halmazok. Nyilvánvaló, hogy ha µ a
µ additív kiterjesztéseR-re, akkor

µ(A) =
n∑
i=1

µ(Ai). (23)
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Ebből következik, hogy ha van a feltételeknek megfelelő kiterjesztés, akkor az
egyértelmű. A létezést bizonyítandó definiáljuk µ(A)-t a (23) képlettel. Belátjuk,
hogy a definíció értelmes, azaz haA = B1∪ . . .∪Bk, ahol B1, . . . , Bk páronként
diszjunkt A-beli halmazok, akkor

n∑
i=1

µ(Ai) =

k∑
j=1

µ(Bj). (24)

Mivel A félgyűrű és µ additív A-n, ezért µ(Ai) =

k∑
j=1

µ(Ai ∩ Bj) minden i-re,

és µ(Bj) =

n∑
i=1

µ(Ai ∩Bj) minden j-re. Így

n∑
i=1

µ(Ai) =

n∑
i=1

k∑
j=1

µ(Ai ∩Bj) =

k∑
j=1

n∑
i=1

µ(Ai ∩Bj) =

k∑
j=1

µ(Bj),

amivel (24)-et beláttuk. A fentiekből nyilvánvaló, hogy az így definiált µ halmaz-
függvény kiterjesztése µ-nek, és additívR-en.

(ii) A feladat (i) állítása szerint feltehetjük, hogyA gyűrű. A 25. feladat jelöléseit
fogjuk használni. Legyen f ∈ L(A), és legyenek A1, . . . , An ∈ A páronként
diszjunkt halmazok, melyekre f(x) = ai, ha x ∈ Ai (i = 1, . . . , n), és f(x) = 0,
ha x ∈ X \A, ahol A = A1 ∪ . . . ∪An. Definiáljuk f „integrálját” az∫

X
f dµ =

n∑
i=1

ai · µ(Ai)

képlettel. Megmutatjuk, hogy ez jóldefiniált. Ehhez azt kell belátni, hogy ha
B1, . . . , Bk ∈ A páronként diszjunkt halmazok, melyekre f(x) = bj , ha x ∈ Bj
(j = 1, . . . , k), és f(x) = 0, ha x ∈ X \B, ahol B = B1 ∪ . . . ∪Bk, akkor

n∑
i=1

ai · µ(Ai) =

k∑
j=1

bj · µ(Bj). (25)

Az Ai ∩ Bj (i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k) halmazok páronként diszjunktak és
elemei A-nak. Nyilvánvaló, hogy ha Ai ∩ Bj 6= ∅, akkor ai = bj . Továbbá, ha
Ai \ B 6= ∅, akkor ai = 0, és ha Bj \ A 6= ∅, akkor bj = 0. Rögzített i-re µ
addititvitása alapján

ai · µ(Ai) = ai · µ(Ai ∩B) + ai · µ(Ai \B) = ai · µ(Ai ∩B),
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hiszen Ai \B 6= ∅ esetén ai = 0. Így ai ·µ(Ai) =
k∑
j=1

ai ·µ(Ai ∩Bj). Ugyanígy

láthatjuk be, hogy bj · µ(Bj) =
n∑
i=1

bj · µ(Ai ∩ Bj) minden j-re. Mindezeket

figyelembe véve azt kapjuk, hogy

n∑
i=1

ai · µ(Ai) =
n∑
i=1

k∑
j=1

ai · µ(Ai ∩Bj) =
n∑
i=1

k∑
j=1

bj · µ(Ai ∩Bj) =

=
k∑
j=1

n∑
i=1

bj · µ(Ai ∩Bj) =
k∑
j=1

bj · µ(Bj).

Ezzel (25)-öt beláttuk. Nyilvánvaló, hogy az f 7→
∫
X
f dµ leképezés lineáris az

L(A) vektortérről R-be.
Az L(P (X)) halmaz azokból az f : X → R függvényekből áll, amelyek

értékkészlete véges. Világos, hogy L(P (X)) vektortér a pontonkénti összeadás
és a konstanssal való szorzás műveleteivel, és hogy L(A) altere L(P (X))-nek.
Az algebra egy ismert tétele szerint bármely lineáris függvény kiterjeszthető egy

altérről az egész térre. Így az f 7→
∫
X
f dµ leképezés kiterjeszthető az L(A)

vektortérről L(P (X))-re. Legyen M egy ilyen kiterjesztés, és legyen µ(H) =
M(χH) minden H ⊂ X-re. Ekkor µ kiterjesztése µ-nek. Ha ui. A ∈ A, akkor

χA ∈ L(A), és így µ(A) = M(χA) =

∫
X
χA dµ = µ(A). A µ halmazfüggvény

nyilvánvalóan additív, hiszen A ∩B = ∅, A,B ⊂ X esetén

µ(A ∪B) = M(χA∪B) = M(χA + χB) = M(χA) +M(χB) = µ(A) + µ(B).

38. Tekintsük először a H = R2 esetet. Legyen µ véges értékű és additív a P2

félgyűrűn. Legyen

f(x, y) =



µ([0, x)× [0, y)), ha x, y > 0,
−µ([x, 0)× [0, y)), ha x < 0 < y,
µ([x, 0)× [y, 0)), ha x, y < 0,

−µ([0, x)× [y, 0)), ha y < 0 < x,
0, ha x = 0 vagy y = 0.

A 34. feladat megoldásának gondolatmenetének kis módosításával könnyű ellen-
őrizni, hogy µf = µ.
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Most legyen H ⊂ R2 tetszőleges, és legyen µ véges értékű és additív P2(H)-
n. A 37. feladat állítása szerint µ kiterjeszthető egy µ additív függvényként
P (R2)-re. Szorítsuk meg ezt a kiterjesztést a P2 félgyűrűre. A már belátott állí-
tás szerint van olyan f : R2 → R, hogy µf = µ a P2 félgyűrűn. Ebből világos,
hogy ha f -et megszorítjuk a H halmazra, akkor a kapott f |H függvényre teljesül
µf |H = µ.

39. Jelöljük R-rel a H által generált gyűrűt. Ha ϑ kiterjeszthető R-re additív
halmazfüggvényként és A,B ∈ H, akkor ϑ(A) = ϑ(A \ B) + ϑ(A ∩ B) és
ϑ(B) = ϑ(B \A) + ϑ(A ∩B), tehát

ϑ(A) + ϑ(B) = ϑ(A \B) + ϑ(A ∩B) + ϑ(B \A) + ϑ(A ∩B) =

= ϑ(A ∪B) + ϑ(A ∩B).

Ezzel beláttuk, hogy az (1) feltétel szükséges. Az elégségességre két bizonyítást
adunk.

1. Tegyük fel, hogy ϑ(∅) = 0, és (1) fennáll minden A,B ∈ H-ra. Legyen X
olyan halmaz, amely tartalmazza H összes elemét. Egy A ⊂ X halmaz karakte-
risztikus függvényét az X halmazra vonatkoztatva definiáljuk, tehát χA(x) = 1,
ha x ∈ A és χA(x) = 0, ha x ∈ X \A.

Először azt fogjuk megmutatni, hogy haA1, . . . , An, C ∈ H,A1∪ . . .∪An ⊂

C, a1, . . . , an, a ∈ Z és
n∑
i=1

aiχAi = aχC , akkor
n∑
i=1

aiϑ(Ai) = aϑ(C). Ezt n

szerinti indukcióval bizonyítjuk.
Legyen n = 1. Azt kell belátni, hogy ha a1χA1 = aχC , akkor a1ϑ(A1) =

aϑ(C). Ha a1 = 0, akkor a = 0 vagy C = ∅, és az állítás igaz. Hasonló a helyzet
a = 0 esetén. Ha a1 6= 0 és a 6= 0, akkor A1 = C, és vagy A1 = C = ∅, vagy
pedig a1 = a. Az állítás mindkét esetben igaz.

Tegyük fel, hogy az állítás igaz n-re, és legyen
n+1∑
i=1

aiχAi = aχC , ahol

A1 ∪ . . . ∪ An+1 ⊂ C. Ekkor
n+1∑
i=1

aiχAi∩An+1 = aχAn+1 és
n∑
i=1

aiχAi∩An+1 =

(a− an+1)χAn+1 . Az indukciós feltevés szerint

n∑
i=1

aiϑ(Ai ∩An+1) = (a− an+1)ϑ(An+1). (26)

Legyen U c = C\U minden U ⊂ C-re. Tekintsük aHc = {U c : U ⊂ C, U ∈
H} halmazrendszert. Ez háló, amelyen a ξ(V ) = ϑ(C) − ϑ(V c) (V ∈ Hc) hal-
mazfüggvényre teljesül ξ(∅) = 0 és (1) minden A,B ∈ Hc-re. Az alábbiakban
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a karakterisztikus függvényeknek a C halmazra való megszorítását tekintjük. Le-

gyen b =

(
n+1∑
i=1

ai

)
−a. Ekkor

n+1∑
i=1

aiχAci =

n+1∑
i=1

ai(1−χAi) egyenlő az azonosan

b függvénnyel a C halmazon. Ebből azt kapjuk, hogy
n+1∑
i=1

aiχAci∩Acn+1
= bχAcn+1

,

tehát
n∑
i=1

aiχAci∩Acn+1
= (b − an+1)χAcn+1

. Így az indukciós feltevést ξ-re alkal-

mazva azt kapjuk, hogy

n∑
i=1

aiξ(A
c
i ∩Acn+1) = (b− an+1)ξ(A

c
n+1),

azaz
n∑
i=1

ai (ϑ(C)− ϑ(Ai ∪An+1)) = (b− an+1)(ϑ(C)− ϑ(An+1)). (27)

Vonjuk ki (26)-ból (27)-et, majd alkalmazzuk a (1) azonosságot. Azt kapjuk, hogy

n∑
i=1

ai (ϑ(Ai) + ϑ(An+1)− ϑ(C)) = (a+b−2an+1)ϑ(An+1)−(b−an+1)ϑ(C),

ami átrendezve a bizonyítandó
n+1∑
i=1

aiϑ(Ai) = aϑ(C) egyenlőséget adja.

Most rátérünk a feladat megoldására. JelöljükR-rel aH által generált gyűrűt.

Ekkor mindenA ∈ R-re χA előállítható
n∑
i=1

aiχAi alakban, aholA1, . . . , An ∈ H

és a1, . . . , an ∈ Z. Ugyanis könnyen láthatóan az ilyen tulajdonságú A halmazok

gyűrűt alkotnak. Legyen ϑ(A) =

n∑
i=1

aiϑ(Ai). Belátjuk, hogy ϑ definíciója ér-

telmes, vagyis nem függ χA előállításától. Valóban, ha
n∑
i=1

aiχAi =
k∑
j=1

bjχBj ,

ahol Ai, Bj ∈ H, akkor
n∑
i=1

aiχAi +
k∑
j=1

(−bj)χBj = 0 = 0 · χC , ahol C =

A1∪ . . .∪An∪B1∪ . . .∪Bk. A fent bizonyított állítás szerint ebből következik,
hogy

n∑
i=1

aiϑ(Ai) +

k∑
j=1

(−bj)ϑ(Bj) = 0,
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azaz
n∑
i=1

aiϑ(Ai) =
k∑
j=1

bjϑ(Bj). Nyilvánvaló, hogy ϑ kiterjesztése ϑ-nek és

additív.

2. A 6. feladat állítása szerint azA = {A\B : A,B ∈ H} halmazrendszer félgyű-
rű. A 37. feladat (i) állítása alapján elég belátni, hogy ϑ additívan kiterjeszthető
azA félgyűrűre. Legyen ϑ(A\B) = ϑ(A)−ϑ(A∩B) mindenA,B ∈ H esetén.
Megmutatjuk, hogy a definíció értelmes, azaz A,B,C,D ∈ H, A \ B = C \D
esetén

ϑ(A)− ϑ(A ∩B) = ϑ(C)− ϑ(C ∩D). (28)

Ezt bizonyítandó tegyük fel először, hogy A ⊂ C. Ekkor az A \ B = C \ D
feltételből következik, hogy A∪ (C ∩D) = C és A∩ (C ∩D) = A∩B. Így (1)
alkalmazásával azt kapjuk, hogy

ϑ(A) + ϑ(C ∩D) = ϑ(C) + ϑ(A ∩B),

amit átrendezve megkapjuk (28)-at. Most tekintsük az általános esetet, amikor
A,B,C,D ∈ H és A \B = C \D. Mivel

(A \B) ∩ (C \D) = (A ∩ C) \ (B ∪D)

tetszőleges halmazokra igaz, ezért a mi esetünkben

A \B = C \D = (A ∩ C) \ (B ∪D).

Itt A ∩ C ⊂ A, tehát a már bizonyított állítás szerint

ϑ(A)− ϑ(A ∩B) = ϑ(A ∩ C)− ϑ(A ∩ C ∩ (B ∪D)).

Ugyanígy adódik, hogy

ϑ(C)− ϑ(C ∩D) = ϑ(A ∩ C)− ϑ(A ∩ C ∩ (B ∪D)),

amiből megkapjuk (28)-at. Ezzel definiáltuk az ϑ halmazfüggvényt az A félgyű-
rűn. Nyilvánvaló, hogy ϑ kiterjesztése ϑ-nek.

Most megmutatjuk, hogy ϑ additív A-n. Először is belátjuk, hogy ha A ∈ A
és H ∈ H, akkor

ϑ(A) = ϑ(A ∩H) + ϑ(A \H). (29)

Valóban, legyen A = B \ C, ahol B,C ∈ H. Feltehetjük, hogy C ⊂ B, mert
különben C-t kicseréljük B ∩ C-re. Ekkor ϑ(A) = ϑ(B) − ϑ(C), ϑ(A ∩H) =
ϑ(B ∩ H) − ϑ(C ∩ H) és ϑ(A \ H) = ϑ(B) − ϑ((C ∪ H) ∩ B). Így (29)
bizonyításához azt kell belátni, hogy

ϑ(B)− ϑ(C) = ϑ(B ∩H)− ϑ(C ∩H) + ϑ(B)− ϑ((C ∪H) ∩B),
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azaz
ϑ(C) + ϑ(B ∩H) = ϑ(C ∩H) + ϑ((C ∪H) ∩B).

Ez viszont az (1) azonosságból következik, hiszen C ⊂ B alapján C∩(B∩H) =
C ∩H és C ∪ (B ∩H) = (C ∪H) ∩B. Ezzel (29)-et beláttuk.

Legyen A ∈ A rögzített halmaz, és vezessük be a H1 = H és H−1 = A \H
jelölést. Belátjuk, hogy ha H1, . . . ,Hn ∈ H, akkor

Aε1,...,εn = A ∩Hε1
1 ∩ . . . ∩H

εn
n ∈ H

minden ε1, . . . , εn = ±1-re. Valóban, ha I = {i : εi = 1} és J = {i : εi = −1},
akkor K =

⋂
i∈I

Hi ∈ H és L =
⋃
i∈J

Hi ∈ H, hiszen H háló. Legyen A = B \ C,

ahol B,C ∈ H. Ekkor

Aε1,...,εn = (A ∩K) \ L = (B ∩K) \ (C ∪ L) ∈ A.

Megmutatjuk, hogy

ϑ(A) =
∑

ε1,...,εn=±1
ϑ(Hε1,...,εn). (30)

Ez n = 1-re igaz, hiszen ϑ(A) = ϑ(A ∩H1) + ϑ(A \H1) teljesül (29) szerint.
Tegyük fel, hogy (30) igaz n-re, és legyenek H1, . . . ,Hn+1 tetszőleges H-beli
halmazok. Az indukciós feltevést felhasználva elég belátni, hogy ha K jelöli a
Hε1,...,εn halmazok bármelyikét, akkor ϑ(K) = ϑ(K ∩Hn+1) + ϑ(K \Hn+1).
Ez szintén (29)-ből következik, amivel (30)-at beláttuk.

Ebből ϑ additivitása már egyszerűen látható. Tegyük fel ugyanis, hogy A =
A1 ∪ . . . ∪ An, ahol A,A1, . . . , An ∈ A és A1, . . . , An páronként diszjunktak.
Legyen Ai = Bi \ Ci, ahol Bi, Ci ∈ H minden i-re. Jelöljük B-vel az

A ∩Bε1
1 ∩ . . . ∩B

εn
n ∩ C

η1
1 ∩ . . . ∩ C

ηn
n

alakú halmazok rendszerét, ahol εi, ηi = ±1 minden i-re. Ekkor (30) szerint
ϑ(A) =

∑
D∈B

ϑ(D) és ϑ(Ai) =
∑

D∈B,D⊂Ai

ϑ(D) minden i = 1, . . . , n-re, amiből

nyilvánvaló, hogy ϑ(A) =
n∑
i=1

ϑ(Ai).

40. Feltesszük, hogy (ii) nem igaz, és belátjuk, hogy ekkor (i) teljesül.
Legyen A1 ∈ A olyan halmaz, amelyre ϑ1(A1) 6= 0. Tegyük fel, hogy n > 1,

és hogy az A1, . . . , An−1 halmazokat már definiáltuk. Legyen B ∈ A olyan
halmaz, amelyre ϑn(B) 6= 0. Tekintsük a B ∩C1∩ . . .∩Cn−1 alakú halmazokat,
ahol Ci = Ai vagy Ci = B \ Ai minden i = 1, . . . , n − 1-re. Ezek a halmazok
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diszjunktak és az uniójuk B, tehát van közöttük olyan, amelyen ϑn nem nulla.
Válasszunk egy ilyen halmazt, és jelöljük An-nel. Világos, hogy minden i < n-re
vagy Ai ∩An = ∅ vagy Ai ⊃ An.

Ezzel definiáltuk az An halmazokat minden n-re. A konstrukcióból világos,
hogy ϑn(An) 6= 0 minden n-re, továbbá minden k < n-re vagy Ak ∩ An = ∅,
vagy pedig Ak ⊃ An.

A Ramsey-tétel alkalmazásával kapunk egy n1 < n2 < . . . indexsorozatot
úgy, hogy vagy Ani ∩ Anj = ∅ minden i < j-re, vagy pedig An1 ⊃ An2 ⊃ . . ..
Az első esetben az (i) állítás igaz. Feltehetjük tehát, hogy An1 ⊃ An2 ⊃ . . ..

A jelölés egyszerűsítése érdekében hagyjuk el az (ni) sorozathoz nem tartozó
indexeket, és írjunk Ani helyett Ai-t és ϑni helyett ϑi-t. Mivel az indirekt feltevés
szerint a (ii) állítás nem igaz, van olyan k1 index, hogy ϑk1(A1) = 0. Ekkor a
B1 = A1 \Ak1 halmazra ϑk1(B1) = ϑk1(A1)−ϑk1(Ak1) 6= 0, mert ϑk1(Ak1) 6=
0. Ismét az indirekt feltevés szerint van olyan k2 > k1 index, hogy ϑk2(Ak1) = 0.
Ekkor a B2 = Ak1 \ Ak2 halmazra ϑk2(B2) = ϑk2(Ak1) − ϑk2(Ak2) 6= 0, mert
ϑk2(Ak2) 6= 0. Az eljárást folytatva kapjuk a k1 < k2 < . . . indexeket úgy, hogy
ϑki+1

(Aki) = 0 minden i-re. Ekkor a Bi = Aki \ Aki+1
halmazok páronként

diszjunktak, és ϑki(Aki) 6= 0 minden i-re. Ezzel beláttuk, hogy (i) ebben az
esetben is igaz.

41. (i) Legyen G ⊂ R tetszőleges nyílt halmaz. Ha x ∈ G, akkor van olyan
r > 0, hogy B(x, r) ⊂ G. Legyen x = (x1, . . . , xp), és legyenek ai, bi olyan
racionális számok, melyekre xi − r/p < ai < xi < bi < xi + r/p. Könnyen
látható, hogy ekkor x ∈ T ⊂ B(x, r) ⊂ G, ahol T = [a1, b1) × . . . × [ap, bp).
Ezzel beláttuk, hogy G minden eleme lefedhető egy olyan racionális téglával,
amely része G-nek. Ez éppen azt jelenti, hogy G egyenlő az általa tartalmazott
racionális téglák egyesítésével.

(ii) Legyen G ⊂ Rp tetszőleges nyílt halmaz. Ha x ∈ G, akkor van olyan r > 0,
hogy B(x, r) ⊂ G. Legyen y ∈ Rp olyan pont, amelyre |y − x| < r/3, és
amelynek a koordinátái racionális számok. Ha t ∈ (r/3, 2r/3)∩Q, akkorB(y, t)
racionális gömb, és x ∈ B(y, t) ⊂ B(x, r) ⊂ G. Ebből világos, hogy a G által
tartalmazott racionális gömbök egyesítése egyenlő G-vel.

42. (i) Könnyű belátni, hogy az [a1, b1]×. . .×[ap, bp] alakú téglák zártak. Legyen
T = [a1, b1) × . . . × [ap, bp) tetszőleges tégla. Válasszunk szigorúan monoton
növő (bi,n)∞n=1 sorozatokat, amelyekre bi,1 > ai és lim

n→∞
bi,n → bi teljesül minden

i = 1, . . . , p-re. Ekkor

T =
∞⋃
n=1

([a1, b1,n]× . . .× [ap, bp,n]) ,

és így a T halmaz Fσ. Az előző (41.) feladat (i) állítása szerint minden nyílt hal-
maz előáll mint megszámlálhatóan sok tégla egyesítése, hiszen csak megszámlál-
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hatóan sok racionális tégla van. Ha tehát A jelöli a G által tartalmazott racionális
téglák rendszere által generált σ-gyűrűt, akkor A tartalmazza G nyílt részhalma-
zait. Így B(G) ⊂ A, hiszen B(G) a legszűkebb σ-gyűrű, amely tartalmazza G
nyílt részhalmazait. Másrészt A ⊂ B(G), hiszen minden tégla Borel-halmaz,
B(G) σ-gyűrű, és A a legszűkebb σ-gyűrű, amely tartalmazza a G-beli téglákat.
Ezzel beláttuk, hogy A = B(G).

A (ii) állítás bizonyítása hasonló.

43. (i) A 42. feladat megoldásában láttuk, hogy minden tégla Fσ. A 41. feladat
(i) állítása szerint minden nyílt halmaz előáll mint megszámlálhatóan sok tégla
uniója, és így minden nyílt halmaz Fσ.

A (ii) állítás nyilvánvaló (i)-ből és a De Morgan-azonosságból. A (iii) állítás
nyilvánvaló (ii)-ből, a (iv) állítás pedig nyilvánvaló (iii)-ből és a De Morgan-
azonosságból.

44. Tegyük fel, hogy Q ∩ (a, b) =
∞⋂
n=1

Gn, ahol G1, G2, . . . nyíltak. Legyen

{r1, r2, . . .} a Q ∩ (a, b) halmaz egy sorozatba rendezése. Legyen x1 tetszőleges
eleme G1-nek. Mivel G1 nyílt, létezik egy nemüres J1 nyílt intervallum, amely
része G1-nek. Legyen I1 olyan nem-elfajuló zárt intervallum J1-ben, amely nem
tartalmazza r1-et. (Ilyen intervallumot úgy találhatunk, hogy veszünk J1-ben két
diszjunkt nem-elfajuló zárt intervallumot. Ezek közül legfeljebb az egyik tar-
talmazhatja r1-et.) Válasszunk egy x2 racionális számot I1 belsejéből. Ekkor
x2 ∈ G2, és így, mivel G2 nyílt, létezik egy nemüres J2 nyílt intervallum, amely
része G2 ∩ I1-nek. Legyen I2 olyan nem-elfajuló zárt intervallum J2-ben, amely
nem tartalmazza r2-t. Válasszunk egy x3 racionális számot I2 belsejéből, majd a
fenti gondolatmenet ismétlésével válasszunk egy nem-elfajuló zárt I3 ⊂ J2 inter-
vallumot, amely nem tartalmazza r3-at. Az eljárást folytatva kapjuk az egymásba
skatulyázott I1, I2, . . . zárt intervallumokat, amelyekre In ⊂ Gn és rn /∈ In min-

den n-re. A Cantor-axióma szerint
∞⋂
n=1

In 6= ∅. Ha x eleme a metszetnek, akkor

x ∈
∞⋂
n=1

Gn = Q, másrészt x 6= rn minden n-re. Ez ellentmondás, tehát Q nem

lehet Gδ.

45. Az előző (44.) feladat állítása szerint Q nem Gδ. Másrészt Q nyilvánvalóan
Fσ, hiszen megszámlálhatóan sok egyelemű halmaz, tehát megszámlálhatóan sok
zárt halmaz uniója. Így R \Q Fσ és nem Gδ.

Legyen A = Q∩ (0, 1), B = (1, 2) \Q és H = A∪B. Nyilvánvaló, hogy az
A halmaz Gδ, és így Gδσ is. Másrészt a B halmaz Fσ, tehát szintén Gδσ. Ebből
következik, hogy H = A ∪B szintén Gδσ.
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Az A halmaz Gδ, és így Fσδ. Másrészt a B halmaz Fσ, tehát szintén Fσδ.
Ezért H = A ∪ B szintén Fσδ. Ez abból következik, hogy két Fσδ halmaz uni-

ója szintén Fσδ. Valóban, ha A =
∞⋂
n=1

An és B =
∞⋂
n=1

Bn, ahol An és Bn Fσ

halmazok minden n-re, akkor

A ∪B =
∞⋂

n,m=1

(An ∪Bm),

és An ∪Bm Fσ minden n,m-re.
A H halmaz nem lehet Gδ, mert akkor A = H ∩ (0, 1) is az lenne. Holott

A = Q ∩ (0, 1) nem Gδ az előző (44.) feladat állítása szerint. A H halmaz Fσ
sem lehet, mert akkorB = H∩ [1, 2] is az lenne. AzonbanH∩ [1, 2] = (1, 2)\Q,
és ha H Fσ lenne, akkor Q ∩ (1, 2) = (1, 2) \H Gδ lenne, holott nem az.

46. (i) Belátjuk, hogy a Hc = {x : ωf (x) < c} halmaz nyílt minden c > 0-ra.
Valóban, ha x ∈ Hc, akkor lim

h→0+0
ωf ((x−h, x+h)) < c, és így van olyan h0 > 0,

hogy ωf ((x− h0, x+ h0)) < c. Belátjuk, hogy (x− h0, x+ h0) ⊂ Hc. Legyen
y ∈ (x − h0, x + h0) tetszőleges. Ha 0 < k < min(y − (x − h0), x + h0 − y),
akkor (y − k, y + k) ⊂ (x− h0, x+ h0), tehát

ωf (y) ≤ ωf ((y − k, y + k)) ≤ ωf ((x− h0, x+ h0)) < c.

Ezzel beláttuk, hogy ha x ∈ Hc, akkor x-nek van olyan környezete, ami része
Hc-nek. Tehát Hc nyílt halmaz.

Nyilvánvaló, hogy f akkor és csak akkor folytonos x-ben, ha ωf (x) = 0. Így

f folytonossági pontjainak halmaza
∞⋂
n=1

H1/n, tehát Gδ halmaz.

(ii) Legyen f : A → R rögzített függvény, és legyen Hc = {x ∈ A : ωf (x) < c}
minden c > 0-ra. Belátjuk, hogy minden c-re van olyan Gc nyílt halmaz, hogy
Hc = A∩Gc. Minden x ∈ Hc-re van olyan rx > 0, hogy ωf (A∩B(x, rx)) < c.
Az (i) állítást bizonyító okoskodás nyilvánvaló módosításával beláthatjuk, hogy
ωf (y) < c minden y ∈ A ∩B(x, rx)-re. Ha tehát Gc =

⋃
x∈Hc

B(x, rx), akkor Gc

olyan nyílt halmaz, amelyre Hc = A ∩Gc.
Mivel f akkor és csak akkor folytonos x-ben, ha ωf (x) = 0, ezért

Cf =

∞⋂
n=1

H1/n =

∞⋂
n=1

(A ∩G1/n) = A ∩ U,

ahol U =

∞⋂
n=1

G1/n, ami Gδ halmaz.

47. Legyen f(x) = 0, ha x irracionális, és legyen f(p/q) = 1/q), ha p, q relatív
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prím egészek és q > 0. (Ez az ún. Riemann-függvény.) Ismeretes (és nem nehéz
belátni), hogy f határértéke minden pontban nulla. Így f minden irracionális
pontban folytonos, és minden racionális pontban szakad. Így f folytonossági
pontjainak halmaza R \ Q, amely, amint azt egy korábbi feladatban láttuk, nem
Fσ.

48. Jelöljük C(f)-fel az f függvény folytonossági pontjainak halmazát. A 46.
feladat állítása szerint C(f) Borel-halmaz. Világos, hogy D(f) ⊂ C(f). Jelöljük
f [x, y]-nal az (f(x)− f(y))/(x− y) differenciahányadost minden x 6= y-ra. Az
f függvény akkor és csak akkor differenciálható az x pontban, ha a lim

y→x
f [x, y]

véges határérték létezik. A határértékre vonatkozó Cauchy-kritérium szerint ez
pontosan akkor teljesül, ha minden ε > 0-ra van olyan δ > 0, hogy |f [x, y] −
f [x, z]| < ε minden y, z ∈ (x − δ, x + δ) \ {x}-re. Jelöljük Ak,n-nel azon
x ∈ C(f) pontok halmazát, amelyekre teljesül, hogy |f [x, y] − f [x, z]| ≤ 1/k
minden y, z ∈ (x− 1/n, x+ 1/n) \ {x}-re. Azt kaptuk, hogy

D(f) =
∞⋂
k=1

∞⋃
k=n

Ak,n. (31)

Így elég megmutatni, hogy Ak,n Borel-halmaz minden k-ra és n-re. Azt fogjuk
belátni, hogy Ak,n relatíve zárt részhalmaza C(f)-nek, azaz

Ak,n = C(f) ∩ clAk,n (32)

minden k, n ∈ N+-ra. Az Ak,n ⊂ C(f) ∩ clAk,n tartalmazás nyilvánvaló. Az
Ak,n ⊃ C(f) ∩ clAk,n tartalmazást bizonyítandó legyen x ∈ C(f) ∩ clAk,n
tetszőleges. Ekkor vannak olyan xi ∈ Ak,n pontok, hogy xi → x. Be kell
látnunk, hogy x ∈ Ak,n. Legyenek y, z ∈ (x− δ, x+ δ)\{x} tetszőleges pontok.
Ekkor xi → x alapján y, z ∈ (xi− δ, xi + δ) \ {xi} minden elég nagy i-re. Mivel
xi ∈ Ak,n, ezért minden elég nagy i-re |f [xi, y] − f [xi, z]| ≤ 1/k. Mivel pedig
x ∈ C(f), ezért f(xi)→ f(x), és így

|f [x, y]− f [x, z]| = lim
i→∞
|f [xi, y]− f [xi, z]| ≤ 1/k.

Ezzel megmutattuk, hogy x ∈ Ak,n, amivel (32)-t is beláttuk.
Mivel C(f) Borel-halmaz, ezért (32) szerint Ak,n is, és így (31) szerint D(f)

is, és ezzel a feladatot megoldottuk. Egyébként a fenti gondolatmenet egy apró
változtatásával az is belátható, hogy D(f) Fσδ halmaz. Ui. könnyen láthatóan

D(f) = C(f) ∩
∞⋂
k=1

∞⋃
k=n

clAk,n.
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Itt
∞⋂
k=1

∞⋃
k=n

clAk,n Fσδ halmaz,C(f) pedigGδ, tehát szinténFσδ. Így a metszetük,

D(f) ugyancsak Fσδ.

49. Legyen An,m,k =

{
x ∈ [a, b] :

∣∣∣∣∣
m∑
i=n

fi(x)

∣∣∣∣∣ ≤ 1/k

}
minden n,m, k ∈ N+-

ra. A végtelen sorok konvergenciájára vonatkozó Cauchy-kritérium szerint a
∞∑
n=1

fn(x) végtelen sor akkor és csak akkor konvergens, ha minden k ∈ N+-hoz

van olyan N ∈ N+, hogy minden N ≤ n < m-re

∣∣∣∣∣
m∑
i=n

fi(x)

∣∣∣∣∣ ≤ 1/k. Ez azt

jelenti, hogy

A =

∞⋂
k=1

∞⋃
N=1

⋂
N≤n<m

An,m,k.

Mivel az fn függvények folytonosak, ezért a
m∑
i=n

fi(x) függvény is folytonos.

Ebből egyszerűen adódik, hogy az An,m,k halmaz zárt minden n,m, k-ra. Így a⋂
N≤n<m

An,m,k halmaz is zárt mindenN -re és k-ra, az
∞⋃
N=1

⋂
N≤n<m

An,m,k halmaz

Fσ minden k-ra, tehát az A halmaz Fσδ.

50. Osszuk fel a [0, 1] intervallumot 10n egyenlő részre. Mindegyik I osztó-
intervallumra teljesül, hogy az I belsejében levő bármely két szám tizedestört
alakjának első n jegye megegyezik. Ebből következik, hogy az An függvény
konstans mindegyik osztóintervallum belsejében. Így tetszőleges a, b számokra
az {x ∈ [0, 1] : |An(x) − a| < b} halmaz véges sok nyílt szakasz és véges sok
pont uniója, következésképpen Borel-halmaz.

A határérték definíciójából következik, hogy

A =

{
x : lim

n→∞

An(x)

n
=

1

10

}
=
∞⋂
k=1

∞⋃
N=1

∞⋂
n=N

{x : |An(x)− (n/10)| < n/k}.

(33)
A fentiek alapján nyilvánvaló, hogy az A halmaz Borel.

51. Az előző (50.) feladat megoldásában láttuk, hogy minden n-re és k-ra az
An,k = {x : |An(x) − (n/10)| < n/k} halmaz véges sok szakasz és véges sok
pont uniója. Jelölje Fn,k az An,k halmaz lezártját. Ekkor Fn,k \ An,k része az
An,k halmazt alkotó szakaszok végpontjai halmazának, tehát Fn,k \ An,k véges.
Legyen

F =
∞⋂
k=1

∞⋃
N=1

∞⋂
n=N

Fn,k.
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Ekkor
∞⋂
n=N

Fn,k zárt halmaz minden N -re és k-ra, az
∞⋃
N=1

∞⋂
n=N

Fn,k halmaz Fσ

minden N -re, tehát az F halmaz Fσδ. Mármost F \ A megszámlálható, mert le-
fedhető az Fn,k \An,k véges halmazokkal, ahol n és k befutja a pozitív egészeket.
Ebből következik, hogy A maga is Fσδ. Ugyanis minden megszámlálható hal-
maz Fσ, tehát Gδσ. Így F \ A is Gδσ, tehát az R \ (F \ A) halmaz Fσδ. Mivel
A = F ∩ (R \ (F \ A)) és két Fσδ halmaz metszete szintén Fσδ, ezzel beláttuk,
hogy A Fσδ.

52. Jelöljük Ain-vel azon x ∈ (0, 1) irracionális számok halmazát, amelyek tize-
destört alakjában az n-edik jegy i. Nyilvánvaló, hogy x ∈ A akkor és csak akkor,
ha minden n-re igaz a következő implikáció:

ha x ∈ (A2
n ∪A3

n ∪A5
n ∪A7

n) és x ∈ (A4
n+1 ∪A6

n+1 ∪A8
n+1 ∪A9

n+1), akkor
van olyan m > n+ 1, hogy

x ∈ (A2
m ∩A0

m+1 ∪A1
m+2 ∪A5

m+3 ∪A1
m+4 ∪A0

m+5 ∪A2
m+6 ∪A8

m+7).

Ha az itt szereplő négytagú uniókat Bn-nel, illetve Cn-nel, a fenti nyolctagú uniót
pedig Dm-mel jelöljük, akkor tehát

A =
∞⋂
n=1

[
((0, 1) \Q) \ (Bn ∩ Cn)) ∪

(
((0, 1) \Q) ∩

∞⋃
m=n+2

Dm

)]
.

Az Ain halmazokat úgy kapjuk, hogy felosztjuk a [0, 1] intervallumot 10n egyenlő
részre, a kapott osztóintervallumok közül néhánynak vesszük az unióját, és ezt
elmetsszük (0, 1)\Q-val. Ebből következik, hogy aBn, Cn, Dm halmazok mind-
egyike csak egy-egy megszámlálható halmazban tér el egy zárt halmaztól. Az A
halmaz tehát szintén csak egy megszámlálható halmazban tér el egy Fσδ halmaz-
tól, így ő maga is Fσδ.

(Megjegyzés: egy látszólag komplikált definícióval sem tudtunk kilépni az
Fσδ és a Gδσ halmazok köréből. Érdemes megjegyezni, hogy az analízisben elő-
forduló halmazok nagyon gyakran Fσδ vagy Gδσ halmazok.)

53. A 41. feladat (ii) állítása szerint A tartalmazza G nyílt részhalmazait. (Az
üres halmazt is, hiszen ha B1, B2 diszjunkt gömbök G-ben, akkor ∅ = B1 ∩B2 ∩
B2 ∩ . . . ∈ A.) Legyen B = {A ⊂ Rp : G∩A ∈ A, G \A ∈ A}. Megmutatjuk,
hogy B olyan σ-algebra, amely tartalmazza Rp nyílt részhalmazait.

A definícióból nyilvánvaló, hogy ∅ ∈ B, és bármely E ⊂ Rp halmazra E ∈
B =⇒ Rp\E ∈ B. HaAn ∈ B (n = 1, 2, . . .), akkorG∩An ∈ A ésG\An ∈ A
minden n-re. Így

G ∩

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞⋃
n=1

(G ∩An) ∈ A,

www.interkonyv.hu Hungarian Edition © Typotex

© Laczkovich Miklós



i
i

“MertekFeladatok_0706” — 2018/7/6 — 10:23 — page 127 — #127 i
i

i
i

i
i

Megoldások 127

és

G \

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞⋂
n=1

(G \An) ∈ A,

tehát
∞⋃
n=1

An ∈ B. Ebből következik, hogy B σ-algebra. Ha ugyanis A,B ∈ B,

akkor A ∪ B = A ∪ B ∪ B ∪ . . . ∈ B, valamint Rp \ A ∈ B, tehát A \ B =
Rp \ ((Rp \ A) ∪ B) ∈ B. Így B gyűrű, sőt algebra, hiszen Rp ∈ B. Mivel

A1, A2, . . .B esetén
∞⋃
n=1

An ∈ B, ezért B σ-algebra.

Legyen U ⊂ Rp nyílt. EkkorG∩U is nyílt, tehátG∩U ∈ A. Mivel az Rp\U

halmaz zárt, ezért Gδ a 43. feladat (ii) állítása szerint. Legyen Rp \ U =
∞⋂
n=1

Un,

ahol Un nyílt minden n-re. Ekkor

G \ U = G ∩ (Rp \ U) = G ∩

( ∞⋃
n=1

Un

)
=
∞⋃
n=1

(G ∩ Un) ∈ A,

hiszen G ∩ Un nyílt minden n-re. Ezzel beláttuk, hogy U ∈ B. Így B olyan
σ-algebra, amely tartalmazza Rp nyílt részhalmazait. Ebből következik, hogy
B(Rp) ⊂ B. Ha tehát B ⊂ G Borel, akkor B ∈ B, és így B = G ∩B ∈ A.

54. Két megoldást adunk.
1. LegyenE =

⋃
F . LegyenA azonG racionális gömbök halmaza, amelyekhez

vannak olyan A,B ∈ F halmazok, hogy A ( B, A ∩ G = ∅ és B ∩ G 6= ∅.
Ekkor A megszámlálható; legyen G1, G2, . . . az A halmazrendszer elemeinek
egy felsorolása. Válasszunk minden n-re olyan An, Bn ∈ F halmazokat, hogy

An ( Bn, An ∩G = ∅ és Bn ∩G 6= ∅ teljesüljön. Ha
∞⋃
n=1

Bn = E, akkor E Fσ,

tehát a feladat állítása igaz.

Tegyük fel, hogy
∞⋃
n=1

Bn 6= E, és legyen x ∈ E \
∞⋃
n=1

Bn. Legyen F ∈ F

olyan, hogy x ∈ F . Ekkor tetszőleges n-re Bn ⊂ F , hiszen F ⊂ Bn lehetetlen
x ∈ F miatt.

Tegyük fel, hogy A ∈ F és F ( A. Ekkor van olyan n, hogy F ∩ Gn = ∅.
Valóban, Rp \ F előáll racionális gömbök uniójaként, és ezek között van olyan,
amely metszi A-t. Ha G ilyen gömb, akkor szükségképpen G = Gn egy alkalmas
n-re. Ez azonban lehetetlen, mert Bn ⊂ F és Bn ∩Gn 6= ∅. Így A ⊂ F minden
A ∈ F-re, tehát

⋃
F = F . Mivel minden zárt halmaz automatikusan Fσ, ezzel a

feladatot megoldottuk.
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2. Ha az E =
⋃
F halmaz zárt, akkor nincs mit bizonyítani, hiszen minden zárt

halmaz automatikusan Fσ. Feltehetjük tehát, hogy E nem zárt. Ekkor van olyan
x ∈ Rp \ E pont, amelynek semmilyen környezete sem része Rp \ E-nek. Ebből
következik, hogy létezik egy xn ∈ E sorozat, amelyre xn → x. Válasszunk
minden n-re egy olyan An ∈ F halmazt, amelyre xn ∈ An. Megmutatjuk, hogy
∞⋃
n=1

An = E.

Tegyük fel, hogy ez nem igaz, és legyen y ∈ E \
∞⋃
n=1

An. Legyen A ∈ F

olyan, hogy y ∈ A. Az y pont választása folytán A nem lehet részhalmaza An-
nak semmilyen n-re, mert akkor y eleme volna An-nak. Így An ⊂ A minden
n-re. Ezért xn ∈ A minden n-re. Mivel A zárt és xn → x, ebből következik,
hogy x ∈ A. Ez azonban lehetetlen, hiszen A ⊂ E, és így x ∈ E következne,
ami ellentmond x választásának.

55. A megoldási ötlet jelöléseit használva elég belátni, hogy E0 ∪ E1 = F.
Legyen E = E0 ∪ E1. Könnyű ellenőrizni (különválasztva azokat az eseteket,
amikor k páros, illetve páratlan), hogy ha (n1, . . . , nk) ∈ F és (n1, . . . , nk, i) ∈
E, valahányszor (n1, . . . , nk, i) ∈ F, akkor (n1, . . . , nk) ∈ E.

Tegyük fel, hogy F \E 6= ∅, és legyen x ∈ F \E. A fenti megfigyelés szerint
ekkor x-nek van olyan x1 folytatása, amely szintén eleme F \ E-nek. Így x1-
nek van olyan x2 folytatása, amely szintén eleme F \E-nek. Az eljárást folytatva
kapunk egy olyan végtelen (n1, n2, . . .) sorozatot, hogy (n1, . . . , nk) ∈ F minden
k-ra. Ez azonban ellentmond annak a feltételnek, hogy F jólfundált.

56. Ha F jólfundált fa, akkor nevezzük az F -hez tartozó leképezésnek azt az
egyetlen f : F → B(Rp) leképezést, amely kielégíti az előző (55.) feladatban
leírt feltételeket. Jelöljük A-val azon B Borel-halmazok rendszerét, amelyekre
van olyan F jólfundált fa, amelyre f(∅) = B, ahol f az F -hez tartozó leképezés.
Megmutatjuk, hogy A = B(Rp).

Adott i-re legyen F = {∅, (i)}, ekkor F jólfundált fa. Világos, hogy az F -hez
tartozó f leképezésre f(∅) = f(i) = Ai, és így Ai ∈ A.

Belátjuk, hogy ha B1, B2 . . . ∈ A, akkor a B =

∞⋃
i=1

Bi halmaz is eleme A-

nak. Mivel Bi ∈ A, van olyan Fi jólfundált fa, hogy fi(∅) = Bi, ahol fi az
Fi-hez tartozó leképezés.

Álljon F az üres halmazból, az egytagú (i) sorozatokból (i = 1, 2, ...), vala-
mint azokból az (i, i, n1, ..., nk) sorozatokból, melyekre i∈N+ és (n1, ..., nk) ∈
Fi. Könnyű ellenőrizni, hogy F jólfundált fa.

Legyen f(∅) = B, f(i) = Bi (i = 1, 2, . . .) és f(i, i, n1, . . . , nk) =
fi(n1, . . . , nk) minden (n1, . . . , nk) ∈ F -re. Könnyű ellenőrizni, hogy f az F -
hez tartozó leképezés. Ezzel beláttuk, hogy B ∈ A.
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Most belátjuk, hogy ha B1, B2 . . . ∈ A, akkor a C =
∞⋂
i=1

Bi halmaz is eleme

A-nak. Legyen Fi és fi mint fent.
Álljon F ′ az üres halmazból, az egytagú (1) sorozatból, valamint azokból az

(1, i, n1, . . . , nk) sorozatokból, amelyekre i ∈ N+ és (n1, . . . , nk) ∈ Fi. Könnyű
ellenőrizni, hogy F ′ jólfundált fa.

Legyen f ′(∅)=f ′(1)=C, f ′(1, i)=Bi és f ′(1, i, n1, ..., nk)=fi(n1, ..., nk)
minden i-re és (n1, . . . , nk) ∈ F -re. Könnyű ellenőrizni, hogy f ′ az F ′-höz
tartozó leképezés. Ezzel beláttuk, hogy C ∈ A.

Az A halmazrendszer tehát tartalmazza az Ai gömböket, és ha B1, B2 . . . ∈

A, akkor
∞⋃
i=1

Bi ∈ A és
∞⋂
i=1

Bi ∈ A. Így az 53. feladat állítása szerint B(Rp) ⊂ A.

Mivel A ⊂ B(Rp), így A = B(Rp), és ezt kellett bizonyítani.

57. Az előző feladat szerint létezik egy injektív leképezés, amely a Borel-hal-
mazok rendszerét beleképezi a fák halmazának egy részhalmazába, és így P (Σ)-
ba. Mivel Σ (a természetes számokból álló véges sorozatok halmaza) megszám-
lálható, így P (Σ) kontinuum számosságú, tehát a Borel-halmazok rendszerének
számossága legfeljebb kontinuum. Másrészt Rp minden egyelemű részhalmaza
Borel, így a kérdéses számosság legalább kontinuum.

58. Legyen A = {∅, A,B}, ahol ∅ 6= A ( B. Nyilvánvaló, hogy A háló.
Legyen µ(∅) = µ(B) = 0 és µ(A) = 1. Ekkor µ mérték, hiszen A-ban csak az
X = X ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ . . . típusú diszjunkt felbontások léteznek (X ∈ A), és ezekre
teljesül, hogy µ(X) = µ(X) + 0 + 0 + . . .. Másrészt µ nem külső mérték, mert
A ⊂ B ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ . . ., de µ(A) ≤ µ(B) + 0 + 0 + . . . nem igaz.

59. Álljon azA halmazrendszer az N halmazból, az üres halmazból és az egyele-
mű {n} halmazokból (n ∈ N). Legyen µ(∅) = 0 és µ(A) = 1 minden A ∈ A,
A 6= ∅ halmazra. Ekkor µ végesen additív, mert egyetlen A ∈ A halmaznak sincs
nem triviális felbontása véges sok diszjunkt A-beli halmazra. A µ halmazfügg-
vény külső mérték. Valóban, legyen A ⊂ A1 ∪A2 ∪ . . ., ahol A,A1, A2, . . . ∈ A.
Ekkor µ(A) ≤ 1 ≤ µ(A1) + µ(A2) + . . . valahányszor az An halmazok között
van nem üres. Ha viszont mindegyik An üres, akkor A = ∅, és az egyenlőtlenség
akkor is igaz.

A µ halmazfüggvény nem mérték, mert N = {0}∪{1}∪. . ., de 1 6= 1+1+. . ..

60. Tegyük fel, hogy A = A1 ∪ A2 ∪ . . ., ahol A,A1, A2, . . . elemei A-nak, és
az A1, A2, . . . halmazok páronként diszjunktak. Be kell látnunk, hogy µ(A) =
µ(A1) + µ(A2) + . . .. Mivel A zárt a véges unióképzésre és µ additív, ezért
µ(Bn) = µ(A1) + . . . + µ(An), ahol Bn = A1 ∪ . . . ∪ An. A külső mérték-
tulajdonságból és a Bn ⊂ A ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ . . . tartalmazásból kapjuk, hogy µ(Bn) ≤
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µ(A), tehát
n∑
i=1

µ(Ai) ≤ µ(A) minden n-re. Így

∞∑
n=1

µ(An) = lim
n→∞

n∑
i=1

µ(Ai) ≤ µ(A).

Másrészt ugyancsak a külső mérték-tulajdonságból kapjuk, hogy µ(A) ≤
∞∑
n=1

µ(An), tehát µ(A) =
∞∑
n=1

µ(An).

61. (i) Legyen lim inf
n→∞

An = B. A (3) egyenlőtlenség bizonyításához elég meg-

mutatni, hogy ha c > lim inf
n→∞

µ(An), akkor c ≥ µ(B). Tudjuk, hogy B =
∞⋃
N=1

BN , ahol BN =

∞⋂
n=N

An (N = 1, 2, . . .). Ekkor B1 ⊂ B2 ⊂ . . ., ezért

µ(B) = µ

( ∞⋃
N=1

BN

)
= lim

N→∞
µ(BN ).

Ha c > lim inf
n→∞

µ(An), akkor c > µ(An) végtelen sok n-re. Ebből nyilvánva-

ló, hogy µ(BN ) < c minden N -re. Így µ(B) ≤ c, és ezt akartuk belátni.

(ii) Legyen An = [0, 1/2), ha n páros, és An = [1/2, 1), ha n páratlan. Ekkor
lim inf
n→∞

An = ∅, tehát µ-nek a Lebesgue-mértéket választva (3) bal oldala nulla,

míg a jobb oldala 1/2.

62. (i) Tegyük fel, µ(X) < ∞, ahol X = A1 ∪ A2 ∪ . . .. Könnyű ellenőrizni,
hogy lim sup

n→∞
An = X \ lim inf

n→∞
(X \An). Ha tehát az X \An halmazokra alkal-

mazzuk (3)-at, majd mindkét oldal értéket kivonjuk a véges µ(X) számból, akkor
megkapjuk (4)-et.

(ii) Legyen An = [n − 1, n] minden n ∈ N+-ra. Ekkor lim sup
n→∞

An = ∅, tehát

µ-nek a Lebesgue-mértéket választva (4) bal oldala nulla, míg a jobb oldala 1.

63. A 0 pontban kezdve illesszünk egymáshoz a1, a2, . . . hosszúságú intervallu-
mokat, amíg az 1-et elérjük. Ha ez az n-edik intervallumnál következik be, akkor
az n-edik intervallumot 1-nél vágjuk le, majd ismét a 0 pontból kezdve illesszünk
egymáshoz an+1, an+2, . . . hosszúságú intervallumokat, amíg az 1-et elérjük. Ha
ez az m-edik intervallumnál következik be, akkor az m-edik intervallumot 1-nél
vágjuk le, majd ismét a 0 pontból kezdve illesszünk egymáshoz am+1, am+2, . . .
hosszúságú intervallumokat, amíg az 1-et elérjük, és ezt az eljárást folytassuk a
végtelenségig.

A kapott In intervallumokra teljesül |In| ≤ an minden n-re. Mivel [0, 1] min-
den pontja az In intervallumok közül végtelen soknak az eleme, így lim sup

n→∞
In =
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[0, 1].

64. Azt kell belátni, hogy µ(A) = 0, ahol A = lim sup
n→∞

An. Ekkor A =
∞⋂
N=1

BN ,

ahol BN =

∞⋃
n=N

An (N = 1, 2, . . .). Mármost µ(BN ) ≤
∞∑
n=N

µ(An). Mivel

lim
N→∞

∞∑
n=n

µ(An) → 0, ezért lim
N→∞

µ(BN ) = 0. Tekintve, hogy µ(A) ≤ µ(BN )

minden N -re, ezért µ(A) = 0.

65. Mindkét állítás hamis. Legyen például µ a Lebesgue-mérték, és legyen
An = (0, 1/n) minden n-re. Zárt intervallumokat is találhatunk: legyen An =
[1/(2n), 1/n] minden n-re.

66. Legyen H ⊂X tetszőleges. Mivel µ külső mérték, ezért µ(H)≤µ(H ∩A)
+µ(H \A), tehát elég belátni, hogy

µ(H) ≥ µ(H ∩A) + µ(H \A). (34)

Ez nyilvánvaló, ha µ(H) = ∞, ezért feltehető µ(H) < ∞. Legyen ε > 0
tetszőleges. Ekkor vannak olyan An ∈ P halmazok, hogy H ⊂ A1 ∪ A2 ∪ . . .

és
∞∑
n=1

µ(An) < µ(H) + ε. Ekkor µ(H ∩ A) ≤
∞∑
n=1

µ(An ∩ A) és µ(H \ A) ≤

∞∑
n=1

µ(An\A). MivelA jól vágja ketté azAn halmazokat, és mivel µ kiterjesztése

µ-nek, ezért µ(An ∩A) + µ(An \A) = µ(An) = µ(An) minden n-re. Így

µ(H ∩A) + µ(H \A) ≤
∞∑
n=1

µ(An) < µ(H) + ε.

Mivel ε tetszőleges volt, ezzel (34)-et beláttuk.

67. Tegyük fel, hogy µ 6≡ 0. Ekkor 0 6= µ(R) ≤
∑
n∈Z

µ([n − 1, n]), tehát van

olyan n, hogy µ([n− 1, n]) > 0. Így µ([n− 1, n]) = 1. Legyen I1 = [n− 1, n].
Tegyük fel, hogy k ≥ 1, és már definiáltuk az Ik korlátos, zárt intervallumot,
amelyre µ(Ik) = 1. Felezzük el Ik-t. Ekkor a két félintervallum közül legalább
az egyiknek a mértéke pozitív, tehát 1. Jelöljük Ik+1-gyel az egyik ilyen zárt
félintervallumot. Ezzel az Ik intervallumokat minden k-ra definiáltuk.

Az I1 ⊃ I2 ⊃ . . . intervallumsorozatnak pontosan egy közös pontja van,

hiszen |Ik| → 0. Legyen
∞⋂
k=1

Ik = {x}. Mivel I1 ⊃ I2 ⊃ . . . és µ(I1) <∞, ezért

µ({x}) = lim
k→∞

µ(Ik) = 1.
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Világos, hogy ha x ∈ H ⊂ R, akkor µ(H) = 1. Így µ(R) = 1, tehát µ(R\{x}) =
0, amiből µ(H) = 0 minden olyan H halmazra, amely nem tartalmazza x-et.

68. Tegyük fel, hogy µf mérték. Ekkor f monoton növő, hiszen µf nemnegatív,
és így f(b) − f(a) = µf ([a, b)) ≥ 0 minden a, b ∈ I , a < b-re. Belátjuk, hogy
f balról folytonos. Ha (bn) szigorúan növőleg b-hez tart, akkor f(bn) → f(b).
Valóban, ha (bn) szigorúan növőleg b-hez tart, akkor a [b1, bn) halmazok sorozata
szintén növő és az uniójuk [b1, b), tehát, mivel µf mérték, így µf ([b1, bn)) →
µf ([b1, b)), azaz f(bn) − f(b1) → f(b) − f(b1). Ebből kapjuk, hogy f(bn) →
f(b), tehát f balról folytonos.

Most tegyük fel, hogy f monoton növő és balról folytonos. Megmutatjuk,
hogy µf mérték. Mivel additív, ezért elég belátni, hogy külső mérték. Legyen

[a, b) ⊂
∞⋃
n=1

[an, bn). Be kell látnunk, hogy

µf ([a, b)) ≤
∞∑
n=1

µf ([an, bn)). (35)

Legyen ε > 0 adott. Ha I alulról korlátos, akkor terjesszük ki f -et R-re úgy,
hogy a (−∞,min I] intervallumon konstans legyen. Mivel f balról folytonos,
ezért vannak olyan a < c < b és cn < an pontok, hogy f(b) − f(c) < ε és
f(an)− f(cn) < ε/2n minden n-re. Ekkor

[a, c] ⊂ [a, b) ⊂
∞⋃
n=1

[an, bn) ⊂
∞⋃
n=1

(cn, bn).

Így a Borel-féle lefedési tétel szerint van olyan N , hogy

[a, c) ⊂ [a, c] ⊂
N⋃
n=1

(cn, bn) ⊂
N⋃
n=1

[cn, bn).

Mivel µf additív és nemnegatív, ebből egyszerűen levezethető, hogy

µf ([a, c)) ≤
N∑
n=1

µf ([cn, bn)).

Mármost µf ([a, b)) = f(b)− f(a) < f(c)− f(a) + ε = µf ([a, c)) + ε és

µf ([cn, bn)) = f(bn)− f(cn) < f(bn)− f(an) + ε/2n = µf ([an, bn)) + ε/2n
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minden n-re. Ebből azt kapjuk, hogy

µf ([a, b)) < µf ([a, c))+ε≤
N∑
n=1

µf ([cn, bn))+ε <
N∑
n=1

([an, bn) + ε/2n)+ε <

<

∞∑
n=1

µf ([an, bn)) + 2ε.

Mivel ε tetszőleges volt, ezzel (35)-öt beláttuk.
A µf halmazfüggvény additív a PI félgyűrűn, tehát akkor és csak akkor külső

mérték, ha mérték. Így pontosan akkor lesz külső mérték, ha f monoton növő és
balról folytonos.

69. LegyenH ⊂ R tetszőleges. Tegyük fel először, hogy 0 ∈ H . Ha aH halmazt

lefedik az [an, bn) intervallumok, akkor
∞∑
n=1

(f(bn)− f(an)) ≥ 1, hiszen f(bn)−

f(an) = 1 valahányszor 0 ∈ [an, bn). Mivel az [an, bn) = [n − 1, n) (n ∈ Z)
lefedőrendszerre a szumma értéke 1, ezért µf (H) = 1, ha 0 ∈ H . Ha viszont 0 /∈
H , akkor H-t lefedhetjük olyan intervallumrendszerrel, amelyik nem tartalmazza

a nullát, tehát amelyre
∞∑
n=1

(f(bn) − f(an)) = 0. Ilyen lefedést szolgáltatnak

az [n − 1, n) (n = −1,−2, . . .) és [1/k, k) (k = 1, 2, . . .) intervallumok. Így
µf (H) = 0, ha 0 /∈ H .

70. A nullmértékű halmazok mindent jól vágnak ketté, tehát mérhetőek. Mivel a
Borel-halmazok is mérhetőek, az akkor állítás világos.

Most tegyük fel, hogy H mérhető. Adott ε > 0-ra legyenek [an, bn) olyan in-

tervallumok, melyek lefedik H-t, és melyekre
∞∑
n=1

(f(bn)− f(an))<µf (H) + ε.

Mivel f balról folytonos, vannak olyan cn<an számok, hogy
∞∑
n=1

(f(bn)−f(cn))

< µf (H)+ε. HaG =
∞⋃
n=1

(cn, bn), akkorG olyan nyílt halmaz, amely tartalmaz-

za H-t és amelyre µf (G) < µf (H) + ε. Mivel H mérhető, ezért µf (G \H) < ε.
Legyen Gn olyan nyílt halmaz, mely tartalmazza H-t és melyre µf (Gn \H)

< 1/n. Ekkor U =
∞⋂
n=1

Gn olyan Gδ halmaz, amely tartalmazza H-t, és amelyre

µf (U \H) = 0. Mivel [a, b) \H is mérhető, van olyan V Borel-halmaz, amelyre
[a, b) \ H ⊂ V és µf (V \ ([a, b) \ H)) = 0. Ekkor W = [a, b) \ V olyan
Borel-halmaz, amelyre W ⊂ H és µf (H \W ) = 0.

71. (i)=⇒(ii): Tegyük fel, hogy f balról folytonos és korlátos változású. Jelölje
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V (x) az f függvény totális variációját a [min I, x] intervallumon. Ekkor V és
V − f egyaránt monoton növő függvények I-n. Nem nehéz belátni, hogy ha f
balról folytonos, akkor ugyanez igaz V -re is.

A 68. feladat állítása szerint µV és µV−f mértékek a P1(I) félgyűrűn. Mivel
végesek is, ezért µV − µV−f előjeles mérték P1(I)-n. Nyilvánvaló, hogy ϑf =
µV − µV−f , tehát ϑf előjeles mérték P1(I)-n.

(ii)=⇒(iii): Ez ugyanúgy bizonyítható, mint a 68. feladat megoldásában. De töb-
bet is állíthatunk. Ha x ∈ I és xn ∈ I egy szigorúan monoton növő x-hez tartó

sorozat, akkor ϑf ([x1, x)) =

∞∑
n=1

ϑf ([xn, xn+1)). Amint azt az előjeles mérték

definíciója után megjegyeztük, ebből következik, hogy a
∞∑
n=1

ϑf ([xn, xn+1)) sor

abszolút konvergens. Így
∞∑
n=1

|f(xn+1)−f(xn)|<∞. Azt kaptuk, hogy valahány-

szor az xn∈I sorozat szigorúan monoton növő, akkor
∞∑
n=1

|f(xn+1)−f(xn)|<∞.

A fenti megfigyelés felhasználásával könnyű olyan balról folytonos (sőt folyto-
nos) f függvényt konstruálni, amelyre ϑf nem előjeles mérték P1(I)-n. Legyen
I = [−1, 0], legyen f(x) = x · cos(1/x), ha x ∈ [−1, 0), és legyen f(0) = 0.
Ekkor f folytonos [−1, 0]-ban. Ha xn = −(n · π)−1, akkor −1 < x1 < x2 <

. . . < 0, de könnyen láthatóan
∞∑
n=1

|f(xn+1)− f(xn)| =∞. Így ϑf nem előjeles

mérték P1(I)-n. Tehát az (ii)=⇒(iii) implikáció nem megfordítható.

Ha f balról folytonos az I = [a, b] intervallumon és korlátos változású [c, b]-ben
minden a < c < b-re, akkor ϑf előjeles mérték P1(I)-n. Tegyük fel ugyanis,

hogy [a0, b0) =
∞⋃
n=1

[an, bn), ahol a ≤ a0 < b0 ≤ b és az [an, bn) intervallumok

páronként diszjunktak. Ekkor a0 ∈ [an, bn) egy alkalmas n-re. Feltehetjük, hogy
a0 ∈ [a1, b1). Ekkor szükségképpen a0 = a1. Mivel f balról folytonos és korlátos
változású a [b1, b0] intervallumon, ezért ϑf előjeles mérték a P1([b1, b0]) félgyű-

rűn. Mivel [b1, b0) =
∞⋃
n=2

[an, bn), ezért ϑf ([b1, b0)) =
∞∑
n=2

ϑf ([an, bn)), tehát

ϑf ([a0, b0)) = ϑf ([a0, b1)) +

∞∑
n=2

ϑf ([an, bn)). Ezzel beláttuk, hogy ϑf előjeles

mérték P1(I)-n.

Ha tehát konstruálunk egy f függvényt, amely folytonos a [0, 1] intervallumon,
korlátos változású [c, 1]-ben minden 0 < c < 1-re, de nem korlátos változású
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[0, 1]-en, akkor ezzel megmutatjuk, hogy az (i)=⇒(ii) implikáció nem megfordít-
ható. Ilyen függvény pl. az f(x) = x · sin(1/x) (x ∈ (0, 1]), f(0) = 0 függvény.

72. Az (i)=⇒(ii) implikációt már beláttuk az előző (71.) feladat megoldásában.
(ii)=⇒(iii): Tegyük fel (ii)-t, és legyen min I < x ≤ max I adott. Tegyük fel,
hogy f nem korlátos változású x egyetlen bal oldali környezetében sem. Legyen
x1 ∈ I , x1 < x tetszőleges. Mivel f nem korlátos változású [x1, x]-ben, vannak

olyan x1 < x2 < . . . < xn1 < x pontok, hogy
n1∑
i=1

|f(xi+1) − f(xi)| > 1.

Mivel f nem korlátos változású [xn1 , x]-ben, vannak olyan xn1 < xn1+1 < . . . <

xn2 < x pontok, hogy
n2∑
i=n1

|f(xi+1) − f(xi)| > 1. Az eljárást folytatva kap-

juk a szigorúan növő (xn) sorozatot, amelyre
∞∑
n=1

|f(xn+1) − f(xn)| = ∞, ami

ellentmond (ii)-nek.
(iii)=⇒(i): Ha (iii) igaz, akkor az előző (71.) feladat állítása szerint minden
min I < x ≤ max I pontnak van olyan bal oldali környezete, amelyben ϑf elő-

jeles mérték. Legyen [a0, b0) =
∞⋃
n=1

[an, bn), ahol a ≤ a0 < b0 ≤ b és az [an, bn)

intervallumok páronként diszjunktak. Be kell látnunk, hogy

ϑf ([a0, b0)) =

∞∑
n=1

ϑf ([an, bn)). (36)

Világos, hogy a0 ∈ [an, bn) egy alkalmas n-re. Feltehetjük, hogy a0 ∈ [a1, b1).
Ekkor szükségképpen a0 = a1. Jelöljük S-sel azon x ∈ [a0, b0] pontok halmazát,
amelyekre teljesül, hogy

ϑf ([a0, b0) ∩ [a0, x)) =
∞∑
n=1

ϑf ([an, bn) ∩ [a0, x)). (37)

Ha megmutatjuk, hogy b0 ∈ S, akkor ezzel (36)-ot is beláttuk. Világos, hogy
[a0, b1] ⊂ S. Legyen supS = x0. Legyen [x0 − δ, x0] olyan olyan bal oldali
környezete x0-nak, amelyben ϑf előjeles mérték. Mivel supS = x0, ezért van
olyan x0 − δ < x ≤ x0, hogy x ∈ S. Ekkor fennáll (37). Mivel ϑf előjeles
mérték P1([x, x0])-ban, ezért

ϑf ([a0, b0) ∩ [x, x0)) =

∞∑
n=1

ϑf ([an, bn) ∩ [x, x0)).

Ha ehhez hozzáadjuk (37)-et, akkor megkapjuk (37)-et x = x0-ra. Ezzel beláttuk,
hogy x0 ∈ S. Most megmutatjuk, hogy x0 = b0. Tegyük fel, hogy x0 < b0.
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Ekkor x0 ∈ [ak, bk) egy alkalmas k-ra. Világos, hogy ha (37) fennáll x = x0-ra,
akkor fennáll x = bk-ra is, tehát bk ∈ S. Ez azonban lehetetlen, mert x0 < bk és
x0 = supS. Ezzel beláttuk, hogy b0 ∈ S.

73. Belátjuk, hogy π külső mérték. Tegyük fel, hogy A,A1, A2, . . . ∈ A és
A ⊂ A1 ∪ A2 ∪ . . .. Legyen B1 = A1 és Bn = An \

⋃
i<n

Ai minden n > 1-re.

Ekkor tetszőleges B ∈ A|A halmazra

ϑ(B) =
∞∑
n=1

ϑ(B ∩Bn) ≤
∞∑
n=1

π(An),

hiszen B ∩ Bn ⊂ Bn ⊂ An minden n-re. Ebből nyilvánvaló, hogy π(A) ≤
∞∑
n=1

π(An), amivel beláttuk, hogy π külső mérték. Mivel π additív a 32. feladat

állítása szerint, ezért π mérték.

Mármost ν megegyezik−ϑ pozitív részével, ezért ν is mérték. Végül, ismét a 32.
feladat állítása szerint τ = π + ν, tehát τ is mérték.

74. Legyen T ⊂ Rp egy rögzített tégla, és jelöljük C-vel azonB ∈ B(Rp) halma-
zok rendszerét, amelyekre ϑ(B ∩T ) = ξ(B ∩T ). A feltétel szerint C tartalmazza
a Pp félgyűrűt (hiszen két tégla metszete tégla).

Nyilvánvaló, hogy ha A,B ∈ C diszjunkt halmazok, akkor A ∪B ∈ C. Ezért
C tartalmazza a Pp által generáltR gyűrűt is.

Belátjuk, hogy C monoton osztály. Valóban, ha A1 ⊂ A2 ⊂ . . . a C halmaz-

rendszer elemei és A =

∞⋃
n=1

An, akkor

ϑ(A ∩ T ) = lim
n→∞

ϑ(An ∩ T ) = lim
n→∞

ξ(An ∩ T ) = ξ(A ∩ T ),

tehát A ∈ C. Ugyanígy látható, hogy ha A1 ⊃ A2 ⊃ . . ., An ∈ C minden n-re

és A =
∞⋂
n=1

An, akkor ϑ(A) = ξ(A), tehát A ∈ C. (Itt fel kell használni, hogy

ϑ(A ∩ T ) és ξ(A ∩ T ) végesek minden A ∈ C halmazra, mert a feltétel szerint
ϑ(T ) = ξ(T ) ∈ R.)

A 28. feladat állítása szerint C tartalmazza azR gyűrű által generált σ-gyűrűt,
azaz B(Rp)-t. Ezzel beláttuk, hogy ϑ(A) = ξ(A) minden A korlátos Borel-
halmazra. Mivel Rp-ben minden Borel-halmaz előáll mint korlátos Borel-halma-
zok növő uniója, ezért ϑ(A) = ξ(A) minden A Borel-halmazra. Ezzel a feladat
állítását beláttuk.

A végességi feltétel nélkül az állítás nem igaz, még mértékekre sem. Legyen
µ(A) = ∞, ha A 6= ∅, µ(∅) = 0, ν(A) = ∞, ha A nem megszámlálható, és
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ν(A) = 0, ha A megszámlálható. Ekkor µ és ν mértékek B(Rp)-n (valójában
P (Rp)-n), és µ(R) = ν(R) ∈ R minden R ∈ Pp-re (valójában minden nem-
megszámlálható R halmazra). Azonban µ és ν különböznek a megszámlálhatóan
végtelen halmazokon. Másik példa: legyen µ(A) = |A|, ha A véges, legyen
µ(A) =∞, ha A végtelen, és legyen ν = 2 · µ.

75. JelöljükA-val azonA ∈ B(G) halmazok rendszerét, amelyekre teljesül, hogy

µ(A) = sup{µ(F ) : F ⊂ A zárt}, (38)

és
µ(A) = inf{µ(U) : A ⊂ U ⊂ G nyílt}. (39)

Jelöljük G-vel G nyílt részhalmazainak rendszerét. Belátjuk, hogy G ⊂ A. Le-

gyen U ∈ G. Mivel minden nyílt halmaz Fσ, ezért U =
∞⋃
n=1

Fn, ahol Fn zárt

minden n-re. Feltehetjük, hogy F1 ⊂ F2 ⊂ . . ., mert különben Fn-et kicseréljük

a
n⋃
i=1

Fi halmazra. Ekkor µ(Fn)→ µ(U), tehát (38) teljesülA = U -val. Ugyanez

nyilvánvaló (39)-re, tehát U ∈ A.

Most belátjuk, hogy ha A1, A2, . . . ∈ A, akkor A =

∞⋃
n=1

An ∈ A. Legyen

ε > 0 adott. Mivel An ∈ A, ezért vannak olyan Fn ⊂ An zárt halmazok, hogy

µ(An \ Fn) < ε/2n minden n-re. Ekkor az F =

∞⋃
n=1

Fn halmazra µ(A \ F ) < ε,

hiszenA\F ⊂
∞⋃
n=1

(An\Fn). LegyenKn =
n⋃
i=1

Fi. Ekkor aKn halmazok zártak,

monoton növő halmazsorozatot alkotnak, és az uniójuk F . Így µ(Kn)→ µ(F ) >
µ(A)− ε, tehát elég nagy n-re µ(Kn) > µ(A)− ε. Mivel ε > 0 tetszőleges volt,
ezzel beláttuk, hogy A-ra teljesül (38).

Mivel An ∈ A, ezért vannak olyan An ⊂ Un ⊂ G nyílt halmazok, hogy

µ(Un \An) < ε/2n minden n-re. Ekkor az U =
∞⋃
n=1

Un halmazra µ(U \A) < ε,

hiszen U \ A ⊂
∞⋃
n=1

(Un \ An). Legyen U =

∞⋃
n=1

Un. Ekkor U nyílt, és µ(U) <

µ(A) + ε, amivel beláttuk, hogy A-ra teljesül (39). Tehát A ∈ A.

Hasonló okoskodás adja, hogy ha A1, A2, . . . ∈ A, akkor A =

∞⋂
n=1

An ∈ A.

Az 53. feladat állítása szerint B(G) ⊂ A. Mivel A ⊂ B(G), így A = B(G),
és ezt kellett megmutatni.

76. A Hahn-tétel szerint van olyan P ⊂ X halmaz, hogy P és X \ P legalább
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egyikeA-ban van, és minden A ∈ A-ra ϑ(A∩P ) ≥ 0 és ϑ(A\P ) ≤ 0. Ha ϑ-ról
áttérünk −ϑ-ra, akkor P és X \ P szerepe felcserélődik. Ezért feltehetjük, hogy
P ∈ A. Ekkor

ϑ(A) = ϑ(A ∩ P ) + ϑ(A \ P ) ≤ ϑ(A ∩ P ) ≤ ϑ(A ∩ P ) + ϑ(P \A) = ϑ(P )

minden A ∈ A-ra, tehát ϑ felveszi a legnagyobb értékét P -ben.
Legyen ϑ értékkészletének infimuma m. Ekkor léteznek olyan An ∈ A hal-

mazok, hogy ϑ(An)→ m. Mivel

ϑ(An) = ϑ(An ∩ P ) + ϑ(An \ P ) ≥ ϑ(An \ P ) ≥ m

minden n-re, ezért ϑ(An \ P )→ m.
A ϑ halmazfüggvény a C = {A ∈ A : A ∩ P = ∅} gyűrűn nempozitív és

additív. Ezért itt ϑ monoton csökkenő: ha A,B ∈ C és A ⊂ B, akkor ϑ(A) ≥
ϑ(B), hiszen ϑ(B) = ϑ(A)+ϑ(B \A)≤ ϑ(A).

Ha tehát B =
∞⋃
n=1

(An \ P ), akkor ϑ(An \ P ) ≥ ϑ(B) minden n-re. Mivel

ϑ(An \ P ) → m és ϑ(B) ≥ m, ezért ϑ(B) = m. Tehát ϑ felveszi a legkisebb
értékét B-ben. Ezzel (i)-et beláttuk.

Mivel ϑ additív az A gyűrűn, ezért nem veheti fel a∞ és −∞ értékek mind-
egyikét. Így ϑ maximuma és minimuma közül legalább egyik véges, tehát ϑ alul-
ról vagy felülről korlátos. Ezzel (ii)-t is beláttuk.

77. Az előző (76.) feladat (i) állítása szerint vannak olyan C,D ∈ A halmazok,
hogy ϑ(C) ≤ ϑ(H) ≤ ϑ(D) minden H ∈ A-ra. Ekkor az A = C ∪ D halmaz
kielégíti a feltételt. Legyen ugyanis B ∈ A olyan halmaz, amelyre B ∩ A = ∅.
Ha ϑ(B) > 0, akkor ϑ(D ∪ B) = ϑ(D) + ϑ(B) > ϑ(D), hiszen ϑ(D) véges.
Ez azonban ellentmond annak, hogy ϑ(D) a ϑ függvény maximális értéke. Ha
pedig ϑ(B) < 0, akkor ϑ(C ∪ B) = ϑ(C) + ϑ(B) < ϑ(C), hiszen ϑ(C) is
véges. Ez ellentmond annak, hogy ϑ(C) a ϑ függvény minimális értéke. Ezért
csak ϑ(B) = 0 lehetséges.

78. Legyen A = {H : H ⊂ Z véges}, és legyen µ(H) a H halmaz pozitív
elemeinek száma mínuszH negatív elemeinek száma mindenH ∈ A-ra. Világos,
hogy µ előjeles mértékA-n. A µ előjeles mértéket sokféleképpen kiterjeszthetjük
P (X)-re additívan. Legyen pl. µ(H) =∞ minden végtelen H-ra.

Másrészt világos, hogy µ nem terjeszthető ki P (Z)-re σ-additívan, hiszen ek-
kor µ(N) =∞ és µ(Z \ N) = −∞ teljesülne, holott µ nem veheti fel∞ és −∞
mindegyikét.

79. Tegyük fel, hogy ϑ alulról vagy felülről korlátos. Feltehetjük, hogy felül-
ről korlátos, mert különben áttérünk a −ϑ halmazfüggvényre. Tegyük fel, hogy
ϑ(A) ≤ K minden A ∈ A-ra. Ekkor π ≤ K mindenütt A-n, tehát π véges. Így
ϑ = π − ν mindenütt A-n.

www.interkonyv.hu Hungarian Edition © Typotex

© Laczkovich Miklós



i
i

“MertekFeladatok_0706” — 2018/7/6 — 10:23 — page 139 — #139 i
i

i
i

i
i

Megoldások 139

Jelöljük az A által generált σ-gyűrűt R-rel. Mivel π és ν mértékek, ezért
kiterjeszthetők mértékkéntR-re. Legyenek a kiterjesztések π és ν.

Legyen B ∈ R tetszőleges, belátjuk, hogy π(B) ≤ K. A 14. feladat szerint
vannak olyan A1, A2 . . . ∈ A halmazok, hogy B ⊂ A1 ∪ A2 ∪ . . .. Feltehetjük,
hogy az Ai halmazok páronként diszjunktak, mert különben áttérünk az An \⋃
i<n

Ai halmazokra. Mivel π(B) mérték, ezért külső mérték, tehát

π(B) ≤
∞∑
n=1

π(An) = lim
N→∞

N∑
n=1

π(An) = lim
N→∞

π(A1 ∪ . . . ∪AN ) =

= lim
N→∞

π(A1 ∪ . . . ∪AN ) ≤ K.

Itt az utolsó egyenlőség abból következik, hogyA1∪ . . .∪AN ∈ A és π kiterjesz-
tése π-nek. Ezzel beláttuk, hogy π ≤ K mindenütt A-n. Ezért π − ν mindenütt
értelmes, és egy előjeles mértéket definiál A-n, ami ϑ kiterjesztése.

Most tegyük fel, hogy ϑ kiterjeszthető előjeles mértékként az R σ-gyűrűre.
Ekkor a Hahn-tétel következménye szerint a kiterjesztés vagy alulról, vagy felül-
ről korlátos. Így ugyanez igaz kell, hogy legyen ϑ-ra is.

80. Jelölje R az A által generált σ-gyűrűt. Tegyük fel először, hogy az A ∈ R
halmaz lefedhető egy véges ϑ-mértékű A-beli halmazzal. Legyen C azon B ∈ R
halmazok rendszere, amelyekre teljesül, hogy ϑminden, előjeles mértékkéntR-re
való kiterjesztésének ugyanaz az értéke B ∩A-ban. Belátjuk, hogy A ∈ C.

Mivel ϑ bármely két kiterjesztésének A minden elemében megegyezik az ér-
téke, ezért A ⊂ C. Megmutatjuk, hogy C monoton osztály. (A monoton osztály
fogalmát a 28. feladatban definiáltuk.) Tegyük fel, hogy a B1 ⊃ B2 ⊃ . . . hal-

mazok elemei C-nek, és legyen B =
∞⋂
n=1

Bn. Mivel Bn ∈ R és R σ-gyűrű, ezért

B ∈ R. Legyenek ϑ1 és ϑ2 előjeles mértékekR-en, melyek kiterjesztései ϑ-nak.
Mivel Bn ∈ C, ezért ϑ1(Bn ∩ A) = ϑ2(Bn ∩ A) minden n-re. Tekintve, hogy
ϑ1(Bn ∩ A) és ϑ2(Bn ∩ A) végesek (hiszen A lefedhető egy véges ϑ-mértékű
A-beli halmazzal), ezért

ϑ1(B ∩A) = lim
n→∞

ϑ1(Bn ∩A) = lim
n→∞

ϑ2(Bn ∩A) = ϑ2(B ∩A).

Ezzel beláttuk, hogy B ∈ C. Ugyanígy bizonyítható, hogy ha a B1 ⊂ B2 ⊂ . . .

halmazok elemei C-nek, akkor
∞⋃
n=1

Bn ∈ C. Tehát C monoton osztály.

A 28. feladat állítása szerint C tartalmazza R-et, tehát C = R. Így A ∈ C,
azaz az A-ra való kiterjesztés egyértelmű.

Most tegyük fel, hogy azA ∈ R halmaz lefedhető a véges ϑ-mértékűAn ∈ A
halmazokkal (n = 1, 2, . . .). Legyen B1 = A1 és Bn = An \

⋃
i<n

Ai (n > 1).
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Mivel A gyűrű, ezért Bn ∈ A minden n-re. Ha ϑ1 előjeles mérték R-en, amely

kiterjesztése ϑ-nak, akkor ϑ1(A) =
∞∑
n=1

ϑ1(Bn ∩ A). Mivel Bn ∩ A ⊂ An és

ϑ(An) véges, így ϑmindenR-re való kiterjesztésének ugyanaz az értékeBn∩A-
ban minden n-re. Így ugyanez igaz A-ra is.

81. A megoldásban felhasználjuk az első kategóriájú halmaz fogalmát és az ún.
kategória-tételt. Legyen (X, d) metrikus tér. A H ⊂ X halmaz első kategóri-
ájú, ha előáll megszámlálhatóan sok, sehol sem sűrű halmaz egyesítéseként. A
kategória-tétel azt állítja, hogy ha az (X, d) metrikus tér teljes, akkor a nemüres
nyílt halmazok nem első kategóriájúak (lásd [6, I.7.1. Tétel]). A megoldásban
arra lesz szükségünk, hogy R maga nem első kategóriájú az (R, d) teljes metrikus
térben, ahol d a szokásos metrika: d(x, y) = |x− y|.

Jelölje B(R) a számegyenes Borel-halmazainak σ-algebráját, és legyen I =
{B ∈ B(R) : B első kategóriájú}. Ekkor megszámlálhatóan sok I-beli halmaz
uniója is I-ben van, és minden I-beli halmaz bármely Borel-részhalmaza is I-
ben van. Mivel R nem első kategóriájú, ebből egyszerűen következik, hogy A =
I ∪ {R \ B : B ∈ I} σ-algebra. Az is könnyen látható, hogy ha µ(B) = 0 és
µ(R \B) = 1 minden B ∈ I-re, akkor µ mértékA-n. Megmutatjuk, hogy µ nem
terjeszthető ki mértékként B(R)-re.

Tegyük fel, hogy ϑ mérték B(R)-n, és kiterjesztése µ-nek. Ekkor ϑ(R) =
µ(R) = 1, amiből következik, hogy ϑ véges értékű. Így

lim
k→∞

ϑ((x− 1/k, x+ 1/k)) = ϑ({x}) = µ({x}) = 0

minden x ∈ R-re. Legyen r1, r2, . . . a racionális számok egy sorozatba rendezése.
A fentiek szerint minden n-re van olyan δn > 0, hogy ϑ((rn − δn, rn + δn)) <

1/2n+1. Legyen G =
∞⋃
n=1

(rn − δn, rn + δn). Ekkor G sűrű nyílt halmaz R-

ben, és ϑ(G) < 1/2. Így F = R \ G sehol sem sűrű zárt, és ϑ(F ) > 1/2. Ez
azonban lehetetlen, mert minden sehol sem sűrű halmaz első kategóriájú, tehát
ϑ(F ) = µ(F ) = 0. Ezzel beláttuk, hogy µ nem terjeszthető ki mértékként B(R)-
re.

A fenti gondolatmenet kis módosításával belátjuk, hogy µ előjeles mérték-
ként sem terjeszthető ki B(R)-re. Tegyük fel, hogy ϑ előjeles mérték B(R)-n,
és kiterjesztése µ-nek. Ekkor ϑ(R) = µ(R) = 1, amiből következik, hogy ϑ
véges értékű. Így ϑ korlátos a Hahn-féle felbontási tétel szerint. Tudjuk, hogy
ϑ = π − ν, ahol π és ν mértékek B(R)-n (l. a 32. és 73. feladatokat).

Mivel µ({x}) = 0, ezért a pozitív rész és a negatív rész definíciójából azonnal
következik, hogy π({x}) = ν({x}) = 0 minden x-re. Így

lim
k→∞

π((x− 1/k, x+ 1/k)) = π({x}) = 0
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és
lim
k→∞

ν((x− 1/k, x+ 1/k)) = ν({x}) = 0

minden x ∈ R-re. Legyen Q = {r1, r2, . . .}. Minden n-re van olyan δn > 0,
hogy π((rn−δn, rn+δn)) < 1/2n+2 és ν((rn−δn, rn+δn)) < 1/2n+2. Legyen

G =
∞⋃
n=1

(rn − δn, rn + δn). Ekkor G sűrű nyílt halmaz R-ben, és ϑ(G) < 1/2.

Ebből ugyanúgy jutunk ellentmondásra, mint az előző esetben.

82. Megmutatjuk, hogy f balról folytonos [a, b]-ben. Legyen a < c ≤ b és ε > 0

adott. Válasszunk egy N indexet úgy, hogy
∞∑

n=N+1

|un| < ε teljesüljön. Ha δ

elég kicsi, akkor a (c − δ, c) intervallum nem tartalmazza az x1, . . . , xN számok
egyikét sem. Így x ∈ (c− δ, c) esetén

|f(c)− f(x)| ≤
∞∑

n=N+1

|un| < ε,

tehát f balról folytonos c-ben. (Ugyanezzel a gondolatmenettel azt is meg lehet
mutatni, hogy f jobbról folytonos minden x ∈ [a, b)\{xi : i = 1, 2, . . .} pontban,
de erre nem lesz szükségünk.)

Tetszőleges a ≤ u < v ≤ b-re

|f(v)− f(u)| =

∣∣∣∣∣∣
∑

u≤xn<v
un

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑

u≤xn<v
|un|.

Ebből nyilvánvaló, hogy ha 0 = t0 < t1 < . . . < tk = 1 tetszőleges felosztás,
akkor

k∑
i=1

|f(ti)− f(ti−1)| ≤
∞∑
n=1

|un|,

tehát f korlátos változású.
A 71. feladat állítása szerint ϑf előjeles mérték a P1([a, b]) félgyűrűn. Mivel

korlátos, ezért a 79. feladat állítása szerint ϑf kiterjeszthető előjeles mértékként
a generált σ-gyűrűre, ami nem más mint az [a, b) intervallum Borel-halmazainak
B([a, b)) rendszere. (Az utóbbi állítás ugyanúgy bizonyítható, mint a 41. feladat
állítása.) Jelöljük ϑ-val a kapott előjeles mértéket.

Legyen g(xn) = un (n = 1, 2, . . .), és legyen g(x) = 0, ha x ∈ [a, b] \
{xi : i = 1, 2, . . .}. Belátjuk, hogy ϑ(H) =

∑
{g(x) : x ∈ H} minden H ∈

B([a, b))-re.

www.interkonyv.hu Hungarian Edition © Typotex

© Laczkovich Miklós



i
i

“MertekFeladatok_0706” — 2018/7/6 — 10:23 — page 142 — #142 i
i

i
i

i
i

142 Megoldások

Legyen ξ(H) =
∑
{g(x) : x ∈ H} minden H ∈ B([a, b))-re. Nyilvánvaló,

hogy ξ mérték P1([a, b])-n, és hogy megegyezik ϑf -fel P1([a, b]) elemein. Mi-
vel ϑf véges értékű, ezért egyértelműen terjeszthető ki P1([a, b])-ről B([a, b))-re
előjeles mértékként (lásd a 80. feladatot). Ezért B([a, b)) elemein ϑ = ξ.

83. Két megoldást adunk. A megoldásokban szereplő halmazokról mind fel-
tesszük, illetve állítjuk, hogy elemei A-nak. Ezért az A-hoz való tartozást külön
nem jelöljük és nem említjük.

1. Legyen µ értékkészletének szuprémuma s. Belátjuk, hogy µ értékkészlete
a [0, s] intervallum. Azt fogjuk belátni, hogy ha 0 < a < µ(B), akkor van olyan
A, amelyre A ⊂ B és µ(A) = a. Ebből azonnal következik, hogy µ értékkészlete
tartalmazza a [0, s) intervallumot. Ha ugyanis 0 < a < s tetszőleges, akkor
van olyan B, hogy a < µ(B). Másrészt nyilvánvaló, hogy µ felveszi az s értéket,
hiszen haAn olyan halmazok, melyekre µ(An)→ s, akkor µ(A1∪A2∪ . . .) = s.

Először is vegyük észre, hogy ha 0 < µ(C), akkor minden ε > 0-ra van olyan
A ⊂ C, hogy 0 < µ(A) < ε. Valóban, a feltétel szerint van olyan A0 ⊂ C
halmaz, hogy 0 < µ(A0) < µ(C). Így µ(A0) < ∞. Ismét felhasználva a
feltételt, találunk egy olyan D ⊂ A0 halmazt, amelyre 0 < µ(D) < µ(A0).
Ekkor D és A0 \ D mindketten pozitív mértékűek, és legalább az egyikük mér-
téke ≤ µ(A0)/2. Legyen A1 ez a halmaz (vagy az egyik, ha kettő van). Az eljá-
rást A1-re megismételve kapunk egy A2 ⊂ A1 halmazt, amelyre 0 < µ(A2) ≤
µ(A1)/2 ≤ µ(A0)/4. Az eljárást folytatva kapjuk az An halmazokat minden
n-re, és világos, hogy ha n elég nagy, akkor 0 < µ(An) < ε teljesülni fog.

LegyenekB ∈ A és 0 < a < µ(B) <∞ adottak. Legyenm1 a {µ(H) : H ⊂
B, µ(H) < a)} halmaz szuprémuma. A fentiek szerint m1 > 0. Így vá-
laszthatunk egy A1 ⊂ B halmazt, amelyre m1/2 < µ(A1) < a. Legyen m2

a {µ(H) : H ⊂ B \ A1, µ(H) < a − µ(A1)} halmaz szuprémuma. Ekkor
m2 > 0, tehát választhatunk egy A2 ⊂ B \ A1 halmazt, amelyre m2/2 <
µ(A2) < a − µ(A1). Az eljárást folytatva kapjuk az An halmazokat és a pozitív
mn számokat minden n-re, melyekre teljesül, hogy A1, A2, . . . páronként disz-
junkt részhalmazai B-nek, és mn/2 < µ(An) valamint µ(A1)+ . . .+µ(An) < a

minden n-re. Így a
∞∑
n=1

µ(An) sor konvergens (hiszen a véges), tehát µ(An)→ 0

és mn → 0.
Legyen A = A1 ∪ A2 ∪ . . ., belátjuk, hogy µ(A) = a. Tegyük fel, hogy

µ(A) =
∞∑
n=1

µ(An) < a, és legyen η = a−
∞∑
n=1

µ(An). Mivel µ(A) < a < µ(B),

ezért µ(B \ A) > 0. Mint láttuk, ebből következik, hogy van olyan C ⊂ B \ A
halmaz, amelyre 0 < µ(C) < η. Ekkor C ⊂ B \ (A1 ∪ . . . ∪ An−1) és µ(C) <

a−
n−1∑
i=1

µ(Ai) minden n-re , ezértmn definíciója szerintmn ≥ µ(C). Ez azonban
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ellentmond annak, hogy mn → 0. Ezzel beláttuk, hogy µ(A) = a.

2. Legyen µ értékkészletének szuprémuma s. A Zorn-lemmából következik,
hogy létezik egy olyan F ⊂ A halmazrendszer, amely maximális arra a tulaj-
donságra nézve, hogy bármely két A,B ∈ F halmazra µ(A \ B) = 0 vagy
µ(B \ A) = 0. Legyen I = {µ(A) : A ∈ F}. Megmutatjuk, hogy I = [0, s].
Először is belátjuk, hogy I zárt halmaz. Azt kell belátnunk, hogy ha cn ∈ I és
cn → c, akkor c ∈ I . Ez nyilvánvaló, ha cn = c végtelen sok n-re. Feltehetjük
tehát, hogy cn 6= c minden elég nagy n-re. Egy részsorozat kiválasztása után
feltehetjük, hogy cn szigorúan monoton.

Legyen cn = µ(An), ahol An ∈ F . Ha a cn sorozat szigorúan monoton növő,
akkor µ(An) < µ(An+1), tehát µ(An \ An+1) = 0 minden n-re. Az An halma-
zokat egy nullmértékű halmazzal megváltoztatva feltehető, hogy A1 ⊂ A2 ⊂ . . ..
Legyen A = A1 ∪ A2 ∪ . . .. Ekkor A ∈ F , mert különben hozzávehetnénk F-
hez, és így volna egy F-nél szigorúan bővebb olyan halmazrendszer, amelyben
bármely két C,D ∈ F halmazra µ(C \D) = 0 vagy µ(C \D) = 0 teljesül. Ez
azonban lehetetlen, mert F maximális volt erre a tulajdonságra nézve. Így A ∈ F
és

µ(A) = lim
n→∞

µ(An) = lim
n→∞

cn = c,

tehát c ∈ I . A bizonyítás hasonló, ha a cn sorozat szigorúan monoton csökkenő.
Ekkor a B = A1 ∩A2 ∩ . . . halmazra teljesül B ∈ F , továbbá

µ(B) = lim
n→∞

µ(An) = lim
n→∞

cn = c.

Az utolsó lépéshez szükség van arra a feltételre, hogy µ(An) véges, ha n elég
nagy. Ez abból következik, hogy c2 < c1, tehát µ(A2) = c2 <∞.

Ezzel beláttuk, hogy I zárt. Nyilvánvaló, hogy 0 ∈ I , és azt is láttuk az
előző megoldás elején, hogy s ∈ I . Ha I 6= [0, s], akkor van olyan (a, b) nyílt
intervallum, hogy a, b ∈ I és (a, b) ∩ I = ∅. Legyen a = µ(A) és b = µ(B),
ahol A,B ∈ F . Ekkor szükségképpen µ(A \ B) = 0. Az A,B halmazokat egy
nullmértékű halmazzal megváltoztatva feltehető, hogy A ⊂ B.

A feladat feltétele szerint van olyan C ⊂ B \A halmaz, amelyre 0 < µ(C) <
µ(B \ A) = b − a. Ekkor µ(A ∪ C) ∈ (a, b), tehát A ∪ C /∈ F . Ez azonban
lehetetlen, mert az A ∪ C halmazt hozzávéve F-hez ellentmondásba kerülünk F
maximalitásával.

84. Először feltesszük, hogy létezik páronként diszjunkt atomoknak egy A1, A2,
. . . sorozata, amely A minden elemét lefedi. Legyen µ(An) = an (n = 1, 2, . . .),
és legyen X = A1 ∪A2 ∪ . . .. Ekkor X ∈ A, tehát a feltevés szerint µ(X) <∞,
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és így
∞∑
n=1

an <∞. Tetszőleges A ∈ A-ra A ⊂ X , tehát

µ(A) =
∞∑
n=1

µ(A ∩An) <∞.

Mivel µ(A∩An) = 0 vagy µ(A∩An) = an minden n-re, ezért µ(A) =

∞∑
n=1

εnan,

ahol εn = 0, 1 minden n-re.

Ezzel beláttuk, hogy µ értékkészlete egyenlő a
∞∑
n=1

εnan számok halmazával,

ahol εn = 0, 1 minden n-re. Jelöljük K-val azon x ∈ [0, 1] számok halmazát,
amelyek tizedestört-alakjában minden jegy 0 vagy 1. Könnyen látható, hogy K
a [0, 1] intervallum egy zárt részhalmaza. Ha x = 0, ε1ε2 . . . ∈ K, akkor legyen

f(x) =
∞∑
n=1

εnan. Ezzel definiáltunk egy f : K → R függvényt. Könnyű ellen-

őrizni, hogy f folytonos. Valóban, ha x, y ∈ K és |x− y| < 10−N , akkor x és y
első N tizedesjegye megegyezik, tehát

|f(x)− f(y)| ≤
∞∑
n>N

an,

ami tetszőlegesen kicsi lehet, haN elég nagy. Így f folytonos, tehát az F = f(K)
halmaz korlátos és zárt. Mivel µ értékkészlete egyenlő az F halmazzal, a feladat
állítását ebben a speciális esetben beláttuk.

Most tekintsük az általános esetet. Legyen µ véges mérték az A σ-gyűrűn.
Ha A-ban nincs atom, akkor minden A ∈ A-ra, ha µ(A) > 0, akkor van olyan
B ∈ A, B ⊂ A halmaz, hogy 0 < µ(B) < µ(A). Amint azt az előző (83.)
feladatban láttuk, ekkor µ értékkészlete egy zárt intervallum.

Tegyük fel, hogy A-ban van atom. Adott n-re csak véges sok páronként disz-
junkt és 1/n-nél nagyobb mértékű atom létezhet. Ha ugyanis végtelen sok lenne,
akkor véve közülük megszámlálhatóan végtelen sokat, ezek uniójának a mértéke
végtelen lenne, ami lehetetlen. Ha tehát veszünk páronként diszjunkt atomoknak
egy maximális rendszerét, melyek mértéke 1-nél nagyobb, majd minden n-re ve-
szünk páronként diszjunkt atomoknak egy maximális rendszerét, melyek mértéke
az (1/(n+1), 1/n] intervallumba esik, akkor az így kapott atomok egy véges vagy
végtelen A1, A2, . . . sorozatba rendezhetők. Világos, hogy minden atom egyenlő
az An halmazok valamelyikével egy nullmértékű halmaztól eltekintve.

Legyen X = A1 ∪ A2 ∪ . . .. Legyen továbbá A1 = {A ∈ A : A ⊂ X} és
A2 = {A ∈ A : A∩X = ∅}. Amint azt a megoldás elején láttuk, µ értékkészlete

www.interkonyv.hu Hungarian Edition © Typotex

© Laczkovich Miklós



i
i

“MertekFeladatok_0706” — 2018/7/6 — 10:23 — page 145 — #145 i
i

i
i

i
i

Megoldások 145

az A1 σ-gyűrűn egy F korlátos és zárt halmaz. Az A2 σ-gyűrűben nincs atom,
tehát µ értékkészlete az A2 σ-gyűrűn egy véges [0, s] intervallum. Ha A ∈ A,
akkor µ(A) = µ(A ∩X) + µ(A \X), és itt A ∩X ∈ A1 és A \X ∈ A2. Így µ
értékkészlete A-n egyenlő az

F + [0, s] = {a+ b : a ∈ F, b ∈ [0, s]}

halmazzal, ami szintén korlátos és zárt.
Az állítás tetszőleges mértékre általában nem igaz. Legyen A = P (N+), és

legyen µ(H) =
∑
n∈H

(1 + (1/n)) minden H ⊂ N+-ra. Ekkor µ mérték az A

σ-algebrán. Azonban µ értékkészlete nem zárt, mert tartalmazza az 1 + (1/n)
számokat minden n-re, de nem tartalmazza 1-et.

85. Legyen A = A1 ∪ A2 ∪ . . ., ahol A1, A2, . . . páronként diszjunkt A-beli
halmazok. Be kell látnunk, hogy

µ(A) =
∞∑
i=1

µ(Ai). (40)

Adott k-ra

µ(A) = lim
n→∞

µn(A) = lim
n→∞

∞∑
i=1

µn(Ai) ≥ lim
n→∞

k∑
i=1

µn(Ai) =
k∑
i=1

µ(Ai).

Mivel ez minden k-ra igaz, ezért µ(A) ≥
∞∑
i=1

µ(Ai). Tegyük fel, hogy µ(A) >

∞∑
i=1

µ(Ai), és legyen a = µ(A) −
∞∑
i=1

µ(Ai) > 0. Ebből úgy fogunk ellent-

mondásra jutni, hogy belátjuk a következőt: vannak olyan diszjunkt Bk ⊂ A
halmazok, melyekre µ(Bk) ≥ a/2 minden k = 1, 2, . . .-ra.

Minden k-ra létezik egy nk index úgy, hogy |µn(A)− µ(A)| < a/4 és

|µn(A1 ∪ . . . ∪Ak)− µ(A1 ∪ . . . ∪Ak)| < a/4,

valahányszor n ≥ nk. Ha tehát n ≥ nk, akkor

µn(Ak+1 ∪Ak+2 ∪ . . .) = µn(A)− µn(A1 ∪ . . . ∪Ak) >
> µ(A)− µ(A1 ∪ . . . ∪Ak)− a/2 ≥

≥ µ(A)−
∞∑
i=1

µ(Ai)− a/2 = a/2.
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Így létezik egy n-től függő m > k index, amelyre

µn(Ak+1 ∪ . . . ∪Am) > a/2.

A fentieket k = 1-re alkalmazva kapjuk az n1 és m1 indexeket úgy, hogy
µn1(C1) > a/2, ahol C1 = A1 ∪ . . . ∪ Am1 . A fenti okoskodást k = m1 + 1-re
alkalmazva kapjuk az n2 > n1 és m2 > m1 indexeket úgy, hogy µn2(C2) > a/2,
ahol C2 = Am1+1 ∪ . . . ∪ Am2 . Ezt ismételve kapjuk az n3 > n2 és m3 > m2

indexeket úgy, hogy µn3(C3) > a/2, aholC3 = Am2+1∪. . .∪Am3 és így tovább.
Legyen B a Ci halmazok közül bármely végtelen soknak az uniója. Ekkor

µn(B) > a/2 végtelen sok n-re, tehát µ(B) ≥ a/2. Nyilvánvaló, hogy végtelen
sok páronként diszjunkt ilyen B halmazt kaphatunk. Ez azonban lehetetlen, mert
µ nemnegatív és additív halmazfüggvény és µ(A) < ∞, tehát A-nak legfeljebb
véges sok ilyen részhalmaza lehet. Ez ellentmondás, amivel a (40) egyenlőséget
beláttuk.

Ha µ végességének feltételét elhagyjuk, akkor az állítás nem feltétlenül igaz.
Legyen A = P (N+), és legyen µn(H) = 0, ha H ⊂ {1, . . . , n} és µn(H) = ∞
egyébként. Ekkor µn mérték az A σ-algebrán minden n = 1, 2, . . .-re. Másrészt
a µ(H) = lim

n→∞
µn(H) limesz létezik minden H ⊂ N+-ra, mégpedig µ(H) = 0,

ha H véges, és µ(H) =∞, ha H végtelen. Világos, hogy µ nem mérték.

86. Ha (i) igaz, akkor lim sup
n→∞

χAn = lim inf
n→∞

χAn = χA µ-m.m. A 3. feladat

állítását felhasználva azt kapjuk, hogy a lim sup
n→∞

An, lim inf
n→∞

An és A halmazok

karakterisztikus függvényei µ-m.m. egyenlőek. Így ezen halmazok csak nullmér-
tékű halmazban térnek el egymástól, azaz (ii) igaz.

A fenti okoskodás lépéseinek megfordításával kapjuk az (ii)=⇒(i) implikáci-
ót.

87. Ha d(A,B) = 0, akkor A = B a megállapodás szerint. Nyilvánvaló, hogy
d(A,B) = d(B,A) ≥ 0 minden A,B ∈ A<∞-re. A háromszög-egyenlőtlenség
a könnyen igazolható

(A∆B) ⊂ (A∆C) ∪ (C∆B)

tartalmazásból következik. Ezzel beláttuk, hogy (A<∞, d) metrikus tér.
A teljességet bizonyítandó tegyük fel először, hogy d(An, An+1) < 1/2n+1

minden n-re. Megmutatjuk, hogy az (An) sorozat konvergál a B = lim sup
n→∞

An

halmazhoz. Legyen Bn =
∞⋃
i=n

Ai minden n = 1, 2, . . .-re. Ekkor Bn ∈ A<∞

minden n-re, ugyanis

µ(Bn) ≤ µ(An) +
∞∑
i=n

µ(Ai+1 \Ai) ≤ µ(An) +
∞∑
i=n

1/2i+1 <∞.
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A fenti egyenlőtlenség azt is mutatja, hogy d(An, Bn) = µ(Bn \ An) < 1/2n

minden n-re.

Legyen ε > 0 adott. Mivel B1 ⊃ B2 ⊃ . . ., µ(B1) < ∞ és
∞⋂
n=1

Bn = B,

ezért µ(Bn)→ µ(B). Így van olyan n0, hogy d(Bn, B) = µ(Bn \B) < ε/2, ha
n > n0. Ekkor

d(An, B) ≤ d(An, Bn) + d(Bn, B) < 2−n +
ε

2
< ε,

ha n > max(n0, n1), ahol 2−n1 < ε/2. Ezzel beláttuk, hogy An → B.
Most legyen (Ai) egy tetszőleges Cauchy-sorozat. Ekkor minden n-re van

olyan in, hogy d(Ai, Aj) < 2−n−1 minden i, j ≥ in-re. Feltehetjük, hogy az
in sorozat szigorúan monoton növő. Ekkor az Ain halmazok olyan részsoroza-
tot képeznek, amelyre d(Ain , Ain+1) < 2−n−1 minden n-re. Mint láttuk, ebből
következik, hogy az (Ain) sorozat konvergál egy B ∈ A<∞ halmazhoz.

Ebből következik, hogy a teljes (An) sorozat konvergál B-hez. Ugyanis tet-
szőleges ε > 0-ra válasszunk olyan N -et, hogy d(Ai, Aj) < ε/2 teljesüljön min-
den i, j ≥ N -re. Ha k > N , akkor minden elég nagy n-re

d(Ak, B) ≤ d(Ak, Ain) + d(Ain , B) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

88. Az (i)=⇒(ii) implikáció nem igaz. Tekintsük a következő ellenpéldát. Le-
gyen An az [(i − 1)/k, i/k] intervallumok egy felsorolása, ahol k ∈ N+ és
1 ≤ i ≤ k. Ekkor λ(An) → 0, tehát a (A<∞, d) metrikus térben An → ∅.
Másrészt lim sup

n→∞
An = [0, 1], tehát (ii) nem igaz.

Az (ii)=⇒(i) implikáció sem igaz. Tekintsük R-et a Lebesgue-mértékkel, és
legyen An = (n − 1, n) (n = 1, 2, . . .). Ekkor lim sup

n→∞
An = ∅, tehát An majd-

nem konvergál az üres halmazhoz. Másrészt An nem tart az üres halmazhoz a
(A<∞, d) térben, hiszen d(An, ∅) = λ(An) = 1 minden n-re.

89. Legyen lim inf
n→∞

An = A és lim sup
n→∞

An = A. Ekkor a feltétel szerint az

A,A,A halmazok csak nullmértékű halmazban térnek el egymástól. Mivel

A \A = A \
∞⋃
k=1

∞⋂
n=k

An =

∞⋂
k=1

∞⋃
n=k

(A \An),

ezért a Bk =

∞⋃
n=k

(A \ An) halmazok metszete a nullmértékű A \ A halmaz.

Mármost B1 ⊃ B2 ⊃ . . . és µ(B1) ≤ µ(A) < ∞, ezért µ(Bk) → 0. Így
A \Ak ⊂ Bk alapján µ(A \Ak)→ 0.

www.interkonyv.hu Hungarian Edition © Typotex

© Laczkovich Miklós



i
i

“MertekFeladatok_0706” — 2018/7/6 — 10:23 — page 148 — #148 i
i

i
i

i
i

148 Megoldások

Másrészt

A \A =

( ∞⋂
k=1

∞⋃
n=k

An

)
\A =

∞⋂
k=1

∞⋃
n=k

(An \A).

Így aCk =
∞⋃
n=k

(An\A) halmazok metszete a nullmértékűA\A halmaz. Mármost

C1 ⊃ C2 ⊃ . . . és µ(C1) ≤ µ

( ∞⋃
n=1

An

)
<∞, ezért µ(Ck)→ 0. Így Ak \ A ⊂

Ck alapján µ(Ak \A)→ 0.
Tekintve, hogy

d(An, A) = µ((An \A) ∪ (A \An)) ≤ µ(An \A) + µ(A \An),

ezért d(An, A)→ 0, azaz An → A a (A<∞, d) metrikus térben.

90. A Borel–Cantelli-lemma (64. feladat) szerint µ(C) = 0, ahol C jelöli azon
pontok halmazát, amelyek végtelen sok An∆An+1 halmaznak elemei. Legyen
lim inf
n→∞

An = A és lim sup
n→∞

An = A. Ha x /∈ C, akkor x /∈ An∆An+1 minden

elég nagy n-re. Ez azt jelenti, hogy csak két eset lehetséges: x csak véges sok
An-nek eleme, vagy pedig véges sok kivételével mindnek eleme. Így x /∈ A \ A.
Ezzel beláttuk, hogy A \A ⊂ C, tehát A \A nullmértékű.

Így An majdnem konvergál az A halmazhoz. A feladat megoldásához még be
kell látni, hogy A ∈ A<∞, azaz µ(A)) <∞.

Nyilvánvaló, hogy

A ⊂
∞⋃
n=1

An ⊂ A1 ∪
∞⋃
n=1

(An∆An+1),

tehát

µ(A) ≤ µ(A1) +
∞∑
n=1

µ((An∆An+1) <∞.

91. Tudjuk, hogy a 40. feladat (i) és (ii) állításai közül leglább az egyik igaz. Azt
kell megmutatnunk, hogy (i)-ből következik (ii), feltéve, hogy a ϑn halmazfügg-
vények előjeles mértékek.

Legyenek tehát A1, A2, . . . ∈ A olyan páronként diszjunkt halmazok, ame-
lyekre ϑni(Ai) 6= 0 minden i-re, ahol n1 < n2 < . . ., és tegyük fel, hogy (ii) nem
igaz.

A jelölés egyszerűsítése érdekében hagyjuk el az (ni) sorozathoz nem tartozó
ϑn előjeles mértékeket, és írjunk ϑni helyett ϑi-t. Vagyis legyen ϑn(An) 6= 0
minden n-re, ahol A1, A2, . . . ∈ A páronként diszjunkt halmazok,
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Mivel ϑ1(A1) 6= 0, ezért vagy van egy legnagyobb olyan i, amelyre ϑ1(Ai) 6=
0, vagy pedig ϑ1(Ai) 6= 0 végtelen sok i-re teljesül. Az utóbbi esetben ϑ1(Ai)
azonos előjelű lesz végtelen sok i-re. Így mindkét esetben kiválaszthatunk egy
olyan k1 < k2 < . . . indexsorozatot, amelyre ϑ1(Ak1) 6= 0, és vagy ϑ1(Aki) = 0
minden i > 1-re, vagy pedig ϑ1(Ak1) és ϑ1(Aki) azonos előjelűek minden i > 1-
re. A k2 indexet elég nagynak választva azt is feltehetjük, hogy ϑki(Ak1) = 0
minden i > 1-re. Ugyanis – tekintve, hogy a feltevésünk szerint (ii) nem igaz –,
ϑn(Ak1) = 0 teljesül minden elég nagy n-re, tehát elég nagy k2-t véve ez a feltétel
teljesülni fog.

Mivel ϑk2(Ak2) 6= 0, ezért vagy van egy legnagyobb olyan i, amelyre
ϑk2(Aki) 6= 0, vagy pedig ϑk2(Aki) 6= 0 végtelen sok i-re teljesül. Az utóbbi
esetben ϑk2(Aki) azonos előjelű lesz végtelen sok i-re. Így mindkét esetben kivá-
laszthatunk egy olyan km1 < km2 < . . . indexsorozatot, amelyre ϑk2(Akm1

) 6= 0,
és vagy ϑk2(Akmi ) = 0 minden i > 1-re, vagy pedig ϑk2(Akm1

) és ϑk2(Akmi )
azonos előjelűek minden i > 1-re. A km2 indexet elég nagynak választva azt is
feltehetjük, hogy ϑkmi (Akm1

) = 0 minden i > 1-re.
Az eljárást folytatva kapjuk indexeknek két szigorúan monoton növő soroza-

tát: p1 < p2 < . . . és q1 < q2 < . . . a következő tulajdonságokkal. Minden i-re
ϑpi(Aqi) 6= 0, ϑpj (Aqi) = 0 minden i < j-re, továbbá vagy ϑpi(Aqj ) = 0 minden
j > i-re, vagy pedig ϑpi(Aqi) és ϑpi(Aqj ) azonos előjelűek minden j > i-re.

Legyen A = Aq1 ∪ Aq2 ∪ . . .. Világos, hogy ϑpi(A) 6= 0 minden i-re. Ez
lehetetlen, hiszen feltettük, hogy (ii) nem igaz. Ezzel beláttuk, hogy (ii) igaz,
amivel a feladatot megoldottuk.

92. Belátjuk, hogy egyik ϑh sem azonosan nulla. Valóban, legyen h =

k∑
i=1

ciχAi ,

ahol A1, . . . , Ak ∈ A. Ekkor
k∑
i=1

ci · ϑh(Ai) = 1, hiszen
k∑
i=1

ciχAi = 1 · h. Így

ϑh(A1), . . . , ϑh(Ak) legalább egyike nem nulla.

Tegyük fel, hogy ϑh1 , ϑh2 , . . . mindegyike σ-additív. A 91. feladat állítása szerint
van olyan A ∈ A, hogy ϑhi(A) 6= 0 végtelen sok i-re. Ez azonban lehetetlen,
hiszen χA előállításában csak véges sok báziselem szerepel nem-nulla együttha-
tóval, és ϑhi(A) csak akkor lehet nullától különböző, ha χA előállításában a hi
báziselem együtthatója nem nulla. Ez ellentmondás, amivel a feladatot megoldot-
tuk.

93. Először belátjuk, hogy ha M1, . . . ,Mn páronként diszjunkt mérhető halma-

zok Rp-ben és M = M1∪ . . .∪Mn, akkor λ(H ∩M) =
n∑
i=1

λ(H ∩Mi) bármely

H ⊂ Rp halmazra. Ezt n szerinti indukcióval bizonyítjuk. Az n = 1 eset nyil-
vánvaló. Ha n > 1, és az állítás (n − 1)-re igaz, akkor felhasználva, hogy Mn
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mindent jól vág ketté, azt kapjuk, hogy

λ(H ∩M) = λ(H ∩Mn) + λ((H ∩M) \Mn) =

= λ(H ∩Mn) + λ (H ∩ (M1 ∪ . . . ∪Mn−1)) =

= λ(H ∩Mn) +
n−1∑
i=1

λ(H ∩Mi) =

=
n∑
i=1

λ(H ∩Mi).

A feladat állítására rátérve vegyük észre, hogy λ külső mérték, tehát λ(H∩M) ≤
∞∑
i=1

λ(H ∩Mi). Másrészt

λ(H ∩M) ≥ λ(H ∩ (M1 ∪ . . . ∪Mn)) =
n∑
i=1

λ(H ∩Mi)

minden n-re, tehát λ(H ∩M) ≥
∞∑
i=1

λ(H ∩Mi).

94. A λ(A) ≤ k(A) egyenlőtlenség minden A halmazra igaz, hiszen λ(A) egy
olyan számhalmaz infimuma, amely bővebb annál a halmaznál, amelynek k(A)
az infimuma. Így elég a k(A) ≤ λ(A) egyenlőtlenséget igazolni.

Legyen ε > 0 adott. Válasszunk olyan T1, T2, . . . téglákat, melyekre A ⊂

T1∪T2 ⊂ . . . és
∞∑
n=1

t(Ti) < λ(A)+ε. A Ti téglákat kicsit megnövelve kaphatunk

olyan nyílt T ′i téglákat, melyekre Ti ⊂ T ′i és t(T ′i ) < t(Ti) + ε/2i. Ekkor a T ′i
nyílt téglák is lefedik A-t, tehát A kompaktsága miatt van olyan n, hogy A ⊂
T ′1 ∪ . . . ∪ T ′n. Ebből azt kapjuk, hogy

k(A) ≤
n∑
i=1

t(T ′i ) <
n∑
i=1

t(Ti) + ε < λ(A) + 2ε.

Mivel ε tetszőleges volt, így k(A) ≤ λ(A).

95. Tegyük fel, hogy A Jordan-mérhető. A k(H) ≤ k(H ∩ A) + k(H \ A)
egyenlőtlenség minden H-ra és A-ra igaz, tehát elég a k(H) ≥ k(H ∩ A) +
k(H \ A) egyenlőtlenséget igazolni. Legyen ε > 0 adott. Válasszunk olyan

T1, . . . , Tn téglákat, melyekre H ⊂ T1 ∪ . . . ∪ Tn és
n∑
i=1

t(Ti) < k(H) + ε.

Ekkor a Ti∩A halmazok Jordan-mérhetőek és lefedikH ∩A-t, ezért k(H ∩A) ≤
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n∑
i=1

t(Ti∩A). Hasonlóan, a Ti\A halmazok Jordan-mérhetőek és lefedikH \A-t,

ezért k(H \A) ≤
n∑
i=1

t(Ti \A). Így

k(H ∩A) + k(H \A) ≤
n∑
i=1

t(Ti ∩A) +
n∑
i=1

t(Ti \A) =

=
n∑
i=1

(t(Ti ∩A) + t(Ti \A)) =

=
n∑
i=1

t(Ti) < k(H) + ε.

Mivel ε tetszőleges volt, ezért k(H) ≥ k(H ∩A) + k(H \A).
Most tegyük fel, hogy k(H) = k(H ∩ A) + k(H \ A) minden H halmazra.

Legyen H egy A-t tartalmazó tégla. Könnyű ellenőrizni, hogy ekkor k(H \A) =
t(H) − b(A). Ebből azt kapjuk, hogy t(H) = k(A) + (t(H) − b(A)), tehát
k(A) = b(A), vagyis A Jordan-mérhető.

96. Ha λ(H) =∞, akkor mind a három egyenlőség nyilvánvaló, hiszenH ⊂ Rp,
és Rp nyílt. Így feltehetjük, hogy λ(H) <∞.

Legyen ε > 0 adott, és válasszunk olyan An ∈ Pp téglákat, amelyek lefedik
H-t és a térfogataik összege < λ(H) + ε. Az An tégla oldalait kicsit megnövelve
kaphatunk egy olyanBn téglát, amelyikAn-et a belsejében tartalmazza, és amely-

re λ(Bn) < λ(An) + ε/2n. Ekkor a G =

∞⋃
n=1

intBn nyílt halmaz tartalmazza

H-t, és a mértéke legfeljebb

∞∑
n=1

(λ(An) + ε/2n) < (λ(A) + ε) + ε = λ(A) + 2ε.

Ebből világos, hogy λ(H) = inf{λ(G) : H ⊂ G, G nyílt}.
Ebből az is nyilvánvaló, hogy λ(H) = inf{λ(A) : H ⊂ A, A ∈ L}, hiszen

minden nyílt halmaz mérhető.
A fentiek szerint vannak olyan H-t tartalmazó Gn nyílt halmazok, melyekre

λ(Gn) < λ(H) + 1/n. Ekkor V =

∞⋂
n=1

Gn olyan Gδ halmaz, amely szintén

tartalmazzaH-t, és amelyre λ(V ) = λ(H). Mivel minden Borel-halmaz mérhető,
így λ(H) = min{λ(A) : H ⊂ A, A ∈ L}.

97. Legyenek An ⊂ H olyan mérhető halmazok, melyekre λ(An) → λ(H), és
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legyen A =
∞⋃
n=1

An. Világos, hogy A ⊂ H mérhető, és λ(A) = λ(H).

98. Ha A ⊂ H mérhető, akkor

λ(A) = λ(E)− λ(E \A) ≤ λ(E)− λ(E \H),

hiszen E \ H ⊂ E \ A. Mivel λ(H) a λ(A) számok halmazának szuprémuma,
ahol A befutja H mérhető részhalmazait, ezért λ(H) ≤ λ(E)− λ(E \H).

Most legyen E \H ⊂ A ⊂ E mérhető. Ekkor

λ(A) = λ(E)− λ(E \A) ≥ λ(E)− λ(H),

hiszen E \ A mérhető és része H-nak. Mivel λ(E \ H) a λ(A) számok halma-
zának infimuma, ahol A befutja az E \H-t tartalmazó mérhető halmazokat, ezért
λ(E \H) ≥ λ(E)− λ(H). Így λ(H) ≥ λ(E)− λ(E \H), és a két egyenlőtlen-
ségből adódik λ(H) = λ(E)− λ(E \H).

99. A λ(H) ≤ k(H) egyenlőtlenség abból következik, hogy λ(H) egy olyan
számhalmaz infimuma, amely bővebb annál a halmaznál, amelynek k(H) az infi-
muma.

Az λ(H) ≤ λ(H) egyenlőtlenség nyilvánvaló λ(H) definíciójából. Ha H-
ban felveszünk véges sok egymásba nem nyúló téglát, akkor ezek uniója mérhető,
tehát a térfogatösszegük ugyanaz, mint az uniójuk Lebesgue-mértéke. Így λ(H)
egy olyan számhalmaz szuprémuma, amely bővebb annál a halmaznál, amelynek
b(H) a szuprémuma, tehát b(H) ≤ λ(H).

100. Ha H mérhető, akkor λ(H) = λ(H) nyilvánvaló λ(H) definíciójából.
Ha viszont λ(H) = λ(H), akkor a 96. feladat állítása szerint van olyan mér-

hető A ⊂ H halmaz, hogy λ(A) = λ(H) = λ(H). Ekkor H korlátosságából
λ(H) <∞, tehát λ(H \A) = λ(H)−λ(A) = 0, ezért λ(H \A) = 0. Így H \A
mérhető, tehát H = A ∪ (H \A) is mérhető.

101. Tegyük fel először, hogy λ(A) < ∞. A 96. feladat megoldásában láttuk,
hogy minden ε > 0-hoz van olyan G nyílt halmaz, hogy A ⊂ G és λ(G) <
λ(A)+ε. Mivel A mérhető, ebből következik, hogy λ(A)+ε > λ(G) = λ(A)+
λ(G\A), tehát λ(G\A) < ε, hiszen a szereplő mértékek végesek. HaA tetszőle-
ges Lebesgue-mérhető halmaz, akkor a fentiek szerint minden n-re vannak olyan
Gn nyílt halmazok, hogy A ∩B(0, n) ⊂ Gn, és λ(Gn \ (A ∩B(0, n))) < ε/2n.

Legyen G =

∞⋃
n=1

Gn. Ekkor G nyílt, és A ⊂ G. Mivel a G \ A halmazt lefedik a

Gn \ (A ∩B(0, n)) halmazok, ezért λ(G \A) < ε.
Az Rp \ A halmaz mérhető, ezért a fentiek szerint van olyan H nyílt halmaz,

hogy Rp \ A ⊂ H és λ(H \ (Rp \ A)) < ε. Ekkor F = Rp \H zárt, F ⊂ A, és

www.interkonyv.hu Hungarian Edition © Typotex

© Laczkovich Miklós



i
i

“MertekFeladatok_0706” — 2018/7/6 — 10:23 — page 153 — #153 i
i

i
i

i
i

Megoldások 153

λ(A \F ) < ε, hiszen A \F = H \ (Rp \A). Világos, hogy az F és G halmazok
kielégítik (i) feltételeit ε helyett 2ε-nal. Ezzel (i)-et beláttuk.

Legyen Vn olyan nyílt halmaz, hogy A ⊂ Vn, és λ(Vn \ A) < 1/n. Ekkor

a V =
∞⋂
n=1

Vn halmaz Gδ, tartalmazza A-t, és λ(V \ A) ≤ λ(Vn \ A) < 1/n

minden n-re, tehát λ(V \A) = 0.
Az Rp \ A halmaz szintén mérhető, ezért a fentiek szerint van olyan W Gδ

halmaz, hogy Rp \ A ⊂ W , és λ(W \ (Rp \ A)) = 0. Ekkor az U = Rp \W
halmaz Fσ, U ⊂ A, és λ(A \ U) = 0. Így V \ U = (V \ A) ∪ (A \ U) alapján
λ(V \ U) = 0, amivel (ii)-t is beláttuk.

102. A 96. feladat állítása szerint vannak olyan Bn mérhető halmazok, melyekre
Hn ⊂ Bn és λ(Hn) = λ(Bn) (n = 1, 2, . . .). Legyen An = Bn ∩ Bn+1 ∩ . . .
minden n-re. Ekkor az An halmazok mérhetőek, A1 ⊂ A2 ⊂ . . ., továbbá Hn ⊂
An és λ(Hn) = λ(An) minden n-re. Legyen A = A1 ∪A2 ∪ . . .. Ekkor H ⊂ A,
tehát

λ(H) ≤ λ(A) = lim
n→∞

λ(An) = lim
n→∞

λ(Hn) ≤ λ(H), (41)

hiszen Hn ⊂ H minden n-re. Így (41)-ben mindenütt egyenlőség áll.

103. (i) Legyen r1, r2, . . . a racionális számok egy sorozatba rendezése, és je-

löljük G-vel az
∞⋃
n=1

(rn − 2−n−2ε, rn + 2−n−2ε) halmazt. A G halmaz kielé-

gíti a feltételeket. Valóban, G nyílt, és Q ⊂ G miatt mindenütt sűrű, továbbá

λ(G) ≤
∞∑
n=2

2−nε = ε/2.

(ii) Legyen G az (i)-ben ε = 1-hez konstruált halmaz. Ekkor G ∩ (0, 1) korlátos
és nyílt. Mivel G ∩ (0, 1) sűrű [0, 1]-ben, ezért k(G ∩ (0, 1)) = 1. Másrészt
λ(G ∩ (0, 1)) ≤ λ(G) < 1.

(iii) Legyen G olyan mindenütt sűrű nyílt halmaz, amelyre λ(G) < 1, és legyen
F = [0, 1] \ G. Ekkor F zárt és a belseje üres, hiszen ha I egy nem-elfajuló
intervallum F -ben, akkor I ⊂ [0, 1] és G ∩ I 6= ∅, tehát I nem lehet része F -nek,
ami ellentmondás. Mivel pedig [0, 1] ⊂ G∪F miatt 1 = λ([0, 1]) ≤ λ(G)+λ(F ),
ezért λ(F ) ≥ 1− λ(G) > 0.

104. A 66. feladat állítása szerint egy A halmaz akkor és csak akkor Lebesgue-
mérhető, ha Pp minden elemét jól vágja ketté. Legyen T = [a1, b1]×. . .×[ap, bp]
és P = [a1, b1)× . . .× [ap, bp). Ekkor λ(T \P ) = 0. Ugyanis T \P = B1∪ . . .∪
Bp, aholBi = T ∩{(x1, . . . , xp) ∈ Rp : xi = bi}. ABi halmazok nullmértékűek,
mert lefedhetők tetszőlegesen kis térfogatú téglákkal. Így λ(T \ P ) = 0. Ebből
nyilvánvaló, hogy egy halmaz akkor és csak akkor vágja jól ketté a T halmazt,
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amikor a P halmazt. Tehát egy halmaz akkor és csak akkor vágja jól ketté Pp
elemeit, amikor a zárt tengelypárhuzamos téglákat.

105. Legyen An = A ∩ [n, n + 1). Mivel A jól vágja ketté az [n, n + 1) inter-
vallumot, ezért λ(An) + λ([n, n + 1) \ An) = 1. Mármost a 98. feladat állítása
szerint λ(An) = 1 − λ([n, n + 1) \ An) = λ(An), tehát a 100. feladat állítása

szerint An mérhető. Mivel ez minden n-re igaz, ezért A =
∞⋃

n=−∞
An is mérhető.

106. Az An halmazokat indukcióval definiáljuk. Legyen A1 = [0, c]. Legyen
n ≥ 1, és tegyük fel, hogy az A1, . . . , An halmazokat már definiáltuk, és tel-
jesülnek a következők: mindegyik Ai véges sok szakasz uniója, λ(Ai) = c és
λ(Ai ∩Aj) < c2 minden 1 ≤ i < j ≤ n-re, továbbá λ(A1 ∪ . . . ∪An) < 1.

Az A1, . . . , An halmazok a [0, 1] intervallumot a B1, . . . , B2n diszjunkt rész-
halmazokra osztják úgy, hogy mindegyik Ai halmaz néhány Bj halmaz uniója.
(A Bj halmazokat úgy kapjuk, hogy vesszük az Aε11 ∩ . . . ∩ A

εn
n halmazokat,

ahol εi = ±1 minden i-re. Itt az A1
i = Ai és A−1i = [0, 1] \ Ai rövidítéseket

használjuk.) Világos, hogy mindegyik Bj is véges sok szakasz uniója.
Az [0, 1]\(A1∪ . . .∪An) halmaz egyike aBj halmazoknak; feltehetjük, hogy

egyenlő a B2n halmazzal.
Legyen λ(Bj) = bj (j = 1, . . . , 2n). Ekkor tehát b2n > 0. Minden j-re

válasszunk egy Cj ⊂ Bj halmazt, amely véges sok szakasz uniója, és amelyre
λ(Cj) = c · bj . Ekkor az A = C1 ∪ . . . ∪ C2n halmaz mértéke c, és mindegyik
Ai-vel vett metszetének a mértéke c2. A Cj halmazokat úgy módosítjuk, hogy
ha j < 2n és bj > 0, akkor egy olyan C ′j ⊂ Bj halmazt veszünk, amelyre
λ(C ′j) = c ·bj−η, ahol η egy olyan kis pozitív szám, amelyre 2n ·η < b2n . Ekkor
választhatunk egy olyan C ′2n ⊂ B2n halmazt, amelyre λ(C ′2n) = c · b2n + k · η,
ahol k jelöli azon j < 2n indexek számát, amelyre bj > 0.

LegyenAn+1 = C ′1∪. . .∪C ′2n . A konstrukcióból világos, hogy λ(An+1) = c,
λ(Ai∩An+1) < c2 minden i ≤ n-re, valamint λ([0, 1] \ (A1∪ . . .∪An+1)) < 1.
Az eljárást folytatva kapjuk az An halmazokat minden n-re.

107. Legyen C azon c számok halmaza, amelyekre H + c nem részhalmaza az
irracionális számok halmazának. Ha tehát c ∈ C, akkor van olyan x ∈ H , hogy
x + c = r ∈ Q. Így C minden eleme előáll −x + r alakban, ahol x ∈ H és
r ∈ Q. Más szóval, C lefedhető a (−H) + r halmazokkal, ahol r ∈ Q. Mivel
H nullmértékű, ezért −H és annak minden eltoltja is az. Azt kaptuk, hogy C
lefedhető megszámlálhatóan sok nullmértékű halmaz uniójával, tehát C maga is
nullmértékű.

Így R \ C 6= ∅. Ha c /∈ R \ C, akkor C definíciójának értelmében H + c ⊂
R \Q.

108. Jelöljük a kérdéses halmazt N -nel. Világos, hogy ha q pozitív egész, akkor
minden x ∈ R-re csak véges sok olyan p egész szám van, amelyre |x− (p/q)| <
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1/q3. (Nevezetesen legfeljebb két ilyen p van, ha q = 1, és legfeljebb egy ilyen p
van, ha q > 1.) Ezért ha egy x számra végtelen sok p/q racionális számra teljesül
|x− (p/q)| < 1/q3, akkor ezen racionális számok között végtelen sok különböző
nevezőjű kell, hogy legyen.

Legyen q pozitív egész. Jelöljük Aq-val azon x ∈ [0, 1] számok halmazát,

melyekre |x − (p/q)| < 1/q3 valamely p ∈ Z-re. Ekkor Aq ⊂
q⋃
p=0

[(p/q) −

1/q3, (p/q) + 1/q3], tehát λ(Aq) ≤ 2(q + 1)/q3 ≤ 4q/q3 = 4/q2. Mivel
∞∑
q=1

4/q2 <∞, ezért a Borel–Cantelli-lemma (64. feladat) szerint azon x ∈ [0, 1]

számok halmaza, amelyek végtelen sok Aq-nak elemei, nullmértékű. Más szóval,
az N ∩ [0, 1] halmaz nullmértékű. Nyilvánvaló, hogy bármely adott n ∈ Z-re
N ∩ [n − 1, n] az N ∩ [0, 1] halmaz eltolt példánya, és így nullmértékű. Ebből
következik, hogy N maga is nullmértékű.

109. Jelöljük az {x ∈ [a, b] : f ′(x) = 0} halmazt N -nel. Be kell látnunk, hogy
λ(f(N)) = 0. Legyen ε > 0 adott. JelöljükHn-nel azon x ∈ N pontok halmazát,
melyekre |f(y)− f(x)| ≤ ε · |y− x|, valahányszor |y− x| < 1/n. Világos, hogy
H1 ⊂ H2 ⊂ . . . és H1 ∪H2 ∪ . . . = N .

Ha I az [a, b] intervallum egy 1/n-nél rövidebb részintervalluma, akkor |f(y)−
f(x)| ≤ ε · |y − x| ≤ ε · |I| minden x, y ∈ Hn ∩ I-re. Más szóval, az f(Hn ∩ I)
halmaz bármely két elemének a távolsága legfeljebb ε · |I|. Így f(Hn ∩ I) szup-
rémumának és infimumának a távolsága is legfeljebb ε · |I|, tehát f(Hn ∩ I)
lefedhető egy legfeljebb ε · |I| hosszúságú intervallummal. Bontsuk fel [a, b]-t
véges sok 1/n-nél rövidebb részintervallumra. Ezek összhossza b−a, tehát a fen-
tiek szerint az f(Hn) halmaz lefedhető egy legfeljebb ε · (b− a) összhosszúságú
véges intervallumrendszerrel. Így λ(f(Hn)) ≤ ε · (b− a).

Mivel f(H1) ⊂ f(H2) ⊂ . . . és f(H1) ∪ f(H2) ∪ . . . = f(N), ezért a 102.
feladat állítása szerint λ(f(N)) ≤ ε · (b − a). Mivel ez minden ε-ra igaz, így
λ(f(N)) = 0.

110. JelöljükMn-nel azon x ∈M pontok halmazát, melyekre |f(x)| < n, továb-
bá f(y) > f(x) valahányszor x < y < x+ 1/n. Világos, hogy M1 ∪M2 ∪ . . . =
M , így elég belátni, hogy Mn nullmértékű minden n-re. Ehhez elég belátni, hogy
Mn ∩ [c, d] nullmértékű minden n-re és minden 1/n-nél rövidebb [c, d] interval-
lumra.

Rögzítsük n-et és [c, d]-t, és legyen H = Mn ∩ [c, d]. Ekkor f szigorúan
monoton növő aH halmazon, hiszen x, y ∈ H és x < y esetén x < y < x+1/n,
tehát f(y) − f(x) > 0. Továbbá Mn definíciója szerint |f(x)| < n minden
x ∈ H-ra. Legyen A = f(H), és jelöljük f |H inverzét g-vel. Ekkor A ⊂ [−n, n]
és H = g(A). Legyen u = inf A és v = supA. Terjesszük ki g-t az (u, v)
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intervallumra monoton növő függvényként a

g(y) = sup{g(z) : z ≤ y, z ∈ A}

képlettel. Mivel f ′(x) = ∞ minden x ∈ H-ra, ezért könnyen látható, hogy
g′(y) = 0 teljesül A minden olyan pontjában, amelyben g folytonos, tehát meg-
számlálhatóan sok ponttól eltekintve minden y ∈ A-ban. Így az előző (109.)
feladat állítása szerint λ(H) = λ(g(A)) = 0.

111. Azt fogjuk belátni, hogy az N halmaz megszámlálható. Legyen Nk =
{x ∈ N : f(x) < k}. Ekkor N = N1 ∪ N2 ∪ . . ., tehát elég belátni, hogy Nk

megszámlálható minden k-ra.
AzNk halmaz minden pontja izolált. Valóban, ha az x pont minden környeze-

tében vanNk-nak végtelen sok pontja, akkor (tekintve, hogy ezekben a pontokban
f értéke kisebb, mint k) f limesze x-ben nem lehet végtelen. Így ekkor x /∈ N ,
tehát Nk ⊂ N alapján x /∈ Nk.

Mármost, ha egy H halmaz minden pontja izolált, akkor H megszámlálható.
Ugyanis minden x ∈ H-ra vannak olyan p, q ∈ Q számok, hogy p < x < q és
H ∩ (p, q) = {x}. Világos, hogy H különböző pontjaihoz különböző (p, q) párok
tartoznak. Mivel a (p, q) (p, q ∈ Q) párok halmazának számossága megszámlál-
ható, ezért H is megszámlálható.

112. Jelöljük ωf (x)-szel az f függvény oszcillációját az x ∈ [a, b] pontban, azaz
legyen

ωf (x) = lim
h→0+0

(
sup

[x−h,x+h]∩[a,b]
f − inf

[x−h,x+h]∩[a,b]
f

)
.

Nyilvánvaló, hogy f akkor és csak akkor folytonos x-ben, ha ωf (x) = 0.
Tegyük fel, hogy f Riemann-integrálható [a, b]-ben. Belátjuk, hogy minden

δ > 0-ra az Eδ = {x ∈ [a, b] : ωf (x) > δ} halmaz Lebesgue-mértéke nulla.
Ismeretes, hogy minden ε > 0-hoz van olyan F : a = x0 < x1 < . . . < xn = b
felosztás, amelyre ΩF (f) < ε. Itt Ωf (f) az F felosztáshoz tartozó oszcillációs

összeg, azaz Ωf (f) =
n∑
i=1

(Mi−mi) · (xi−xi−1), ahol Mi = sup
[xi−1,xi]

f és mi =

inf
[xi−1,xi]

f . Legyen δ > 0 rögzített, és jelöljük I-vel azon i indexek halmazát,

amelyekre (xi−1, xi) ∩ Eδ 6= ∅. Világos, hogy i ∈ I esetén Mi −mi ≥ δ, tehát

ε > ΩF (f) ≥
∑
i∈I

(Mi −mi) · (xi − xi−1) ≥
∑
i∈I

δ · (xi − xi−1) ≥ δ · λ(Eδ),

hiszen az [xi−1, xi] (i ∈ I) intervallumok véges sok pont kivételével lefedik azEδ
halmazt. Mivel ez minden ε > 0-ra igaz, ezért λ(Eδ) = 0. Mármost f szakadási

pontjainak halmaza
∞⋃
n=1

E1/n. A fentiek szerint ez a halmaz nullmértékű.
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Most tegyük fel, hogy f szakadási pontjainak halmaza nullmértékű. Ekkor
λ(Eδ) = 0 minden δ > 0-ra. Az f függvényről feltettük, hogy korlátos; legyen
|f | ≤ K. Az f függvény integrálhatóságához elég belátni, hogy minden ε > 0-
hoz van olyan F felosztás, amelyre ΩF (f) < ε.

Legyen δ = ε/(2(b − a)). Könnyű ellenőrizni, hogy az Eδ halmaz korlátos
és zárt. Ezért a 94. feladat állítása szerint k(Eδ) = λ(Eδ), tehát k(Eδ) = 0. Így
vannak olyan U1, . . . , Uk nyílt intervallumok, amelyek összhossza kisebb, mint

ε/(4K), és amelyek lefedik Eδ-t. Ha t ∈ [a, b] \
k⋃
j=1

Uj , akkor ωf (t) < δ, tehát

van olyan ht > 0, hogy

sup
[t−ht,t+ht]∩[a,b]

f − inf
[t−ht,t+ht]∩[a,b]

f < δ.

A Jt = (t− ht, t+ ht)

(
t ∈ [a, b] \

k⋃
j=1

Uj

)
és U1, . . . , Uk nyílt intervallumok le-

fedik [a, b]-t, tehát Borel tétele szerint közülük véges sok is lefedi [a, b]-t. Tegyük
fel, hogy Jt1 , . . . , Jtm , U1, . . . , Uk lefedik [a, b]-t, és legyen F : a = x0 < x1 <
. . . < xn = b olyan felosztás, amelynek az osztópontjai között szerepelnek az
Jt1 , . . . , Jtm , U1, . . . , Uk intervallumok végpontjai. Ekkor minden i-re (xi−1, xi)
részhalmaza a Jt1 , . . . , Jtm , U1, . . . , Uk intervallumok valamelyikének.

Jelöljük S-sel azon i indexek halmazát, amelyekre (xi−1, xi) részhalmaza az
U1, . . . , Uk intervallumok valamelyikének. Világos, hogy

∑
i∈S

(xi − xi−1) ≤
k∑
j=1

|Uj | < ε/(4K).

Másrészt i /∈ S esetén (xi−1, xi) része valamelyik Jtν intervallumnak, tehát
Mi −mi ≤ δ. Mivel Mi −mi ≤ 2K minden i-re, ezért

ΩF (f) =
∑
i∈S

(Mi −mi) · (xi − xi−1) +
∑
i/∈S

(Mi −mi) · (xi − xi−1) ≤

≤ 2K ·
∑
i∈S

(xi − xi−1) + δ ·
∑
i/∈S

(xi − xi−1) <

< 2K · (ε/(4K)) + δ · (b− a) = (ε/2) + (ε/2) = ε.

Mivel ε > 0 tetszőleges volt, ez bizonyítja, hogy f Riemann-integrálható.

113. Legyen f(x) = λ(H ∩ [0, x]) minden x ∈ [0, 1]-re. Ekkor f folytonos
[0, 1]-en. Valóban, ha 0 ≤ x < y ≤ 1, akkor

H ∩ [0, x] ⊂ H ∩ [0, y] ⊂ (H ∩ [0, x])) ∪ [x, y],
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tehát f(x) ≤ f(y) ≤ f(x) + (y − x). Így |f(y) − f(x)| ≤ |y − x| minden
x, y ∈ [0, 1]-re, tehát f folytonos (sőt Lipschitz).

A feladat annak a bizonyítását kívánja, hogy f felveszi az f(1)/2 értéket
[0, 1]-ben. Ez nyilvánvaló a Bolzano-tételből, hiszen 0 ≤ f(1)/2 ≤ f(1).

114. Először feltesszük, hogy H zárt, és λ(H ∩ [0,∞)) > 0. Belátjuk, hogy
az f(x) = 0 (x < 0), f(x) = λ(H ∩ [0, x]) (x ≥ 0) függvény megfelel. Az
előző (113.) feladat megoldásában láttuk, hogy f Lipschitz. A λ(H ∩ [0,∞)) >
0 feltételből következik, hogy f értékkészlete egy nem-elfajuló I intervallum,
mégpedig I = [0, a], ha λ(H ∩ [0,∞)) = a < ∞, illetve I = [0,∞), ha
λ(H ∩ [0,∞)) =∞. Megmutatjuk, hogy f(H) = I .

Mivel f(x) = 0 minden x < 0-ra, ezért elég megmutatni, hogy ha y ∈ I
és y > 0, akkor van olyan x0 ∈ H , hogy f(x0) = y. Legyen x0 = inf{x >
0: f(x) = y}. Ekkor f folytonossága alapján f(x0) = y. Így x0 a legkisebb
olyan szám, amelyben f felveszi az y értéket. Ha x < x0, akkor tehát f(x) <
f(x0), és így λ([x, x0)) > 0. KövetkezésképpenH∩[x, x0) 6= ∅minden x < x0-
ra. Mivel H zárt, ebből következik, hogy x0 ∈ H .

Most legyenH tetszőleges Lebesgue-mérhető és pozitív mértékű halmaz. Ek-
kor van olyan n, hogy λ(H ∩ [n, n+ 1]) > 0. A H halmazt n-nel eltolva feltehet-
jük, hogy n = 0. (Ha H egy eltoltját Lipschitz-függvénnyel intervallumra tudjuk
képezni, akkor nyilván ugyanez H-ra is igaz.) Mivel λ(H ∩ [0, 1]) > 0, ezért van
olyan F ⊂ H ∩ [0, 1] zárt halmaz, hogy λ(F ) > 0. Legyen f(x) = 0, ha x < 0,
és f(x) = λ(F ∩ [0, x]), ha x ≥ 0. A fentiekben beláttuk, hogy f(F ) = I , ahol
I = [0, λ(F )], és egyszersmind I megegyezik f értékkészletével. Mivel F ⊂ H ,
ezért f(H) = I , amivel a feladatot megoldottuk.

115. Feltehetjük, hogy A mérhető. Ekkor az A halmaz jól vágja ketté az X ∪ Y
halmazt, ezért

λ(X ∪ Y ) = λ(X ∪ Y ) ∩A) + λ(X ∪ Y ) \A) = λ(X) + λ(Y ).

116. A clX és Rp \ clX halmazok mérhetőek (hiszen Borel-halmazok), disz-
junktak, továbbá X ⊂ clX és Y ⊂ Rp \ clX . Így az állítás az előző (115.)
feladat állításából következik.

117. Feltehetjük, hogy A mérhető. Ekkor az A halmaz jól vágja ketté a B és
A ∪B halmazok mindegyikét, ezért

λ(B) = λ(A ∩B) + λ(B \A)

és
λ(A ∪B) = λ(A) + λ((A ∪B) \A) = λ(A) + λ(B \A).

Így

λ(A ∪B) + λ(A ∩B) = (λ(A) + λ(B \A)) + λ(A ∩B) =

= λ(A) + (λ(B \A) + λ(A ∩B)) = λ(A) + λ(B).
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118. Mivel C jól vágja ketté A és B mindegyikét, ezért

λ(A) = λ(A ∩ C) + λ(A \ C) ≤ λ(B ∩ C) + λ(B \ C) = λ(B) = λ(A).

Így λ(A∩C)+λ(A\C) = λ(B∩C)+λ(B \C). Mivel λ(A∩C) ≤ λ(B∩C),
λ(A\C) ≤ λ(B\C) és az összes szereplő mennyiség véges (hiszen λ(B) <∞),
így szükségképpen λ(A ∩ C) = λ(B ∩ C).

119. Tegyük fel először, hogy λ(H) <∞. A 96. feladat állítása szerint van olyan
A mérhető halmaz, hogy H ⊂ A és λ(H) = λ(A). Ekkor az előző (118.) feladat
állítása szerint A kielégíti a feltételt.

Most legyenH tetszőleges. Bontsuk fel Rp-t megszámlálhatóan sok diszjunkt
mérhető és véges mértékű halmaz egyesítésére. Legyen pl. M1 = B(0, 1) és
Mn = B(0, n) \ B(0, n − 1) minden n ≥ 2-re. Ekkor λ(H ∩Mn) < ∞, tehát
vannak olyan mérhetőAn halmazok, hogyH∩Mn ⊂ An és λ((H∩Mn)∩B) =
λ(An ∩ B) minden mérhető B halmazra. Nyilván feltehetjük, hogy An ⊂ Mn

minden n-re. Ekkor az An halmazok páronként diszjunktak. Legyen A = A1 ∪
A2 ∪ . . .. Ekkor A mérhető és H ⊂ A. Tetszőleges mérhető B halmazra

λ(H ∩B) =
∞∑
n=1

λ((H ∩Mn) ∩B) =
∞∑
n=1

λ(An ∩B) = λ(A ∩B).

Itt az első egyenlőség a 93. feladat állításából következik.

120. Legyen A a H halmaz mérhető burka. Legyen C ⊂ A \H mérhető. Ekkor
λ(C) = λ(A ∩ C) = λ(H ∩ C) = 0.

Most tegyük fel, hogy az A halmaz kielégíti a feladatban megfogalmazott
feltéteket. Legyen a H halmaz mérhető burka M . Ekkor λ(A \M) = 0, hiszen
A \M⊂A \H és A \M mérhető. Mivel M a H halmaz mérhető burka, ezért –
amint azt már beláttuk – M \H nem tartalmaz pozitív mértékű mérhető halmazt.
Így λ(M\A) = 0. Tehát λ(A\M) = λ(M\A) = 0, és így λ(M∩B) = λ(A∩B)
minden mérhető B halmazra, amiből nyilvánvaló, hogy A is mérhető burka H-
nak.

121. Elég belátni, hogy (A∪B)\(H∪K) nem tartalmaz pozitív mértékű mérhető
halmazt. Tegyük fel, hogy C ⊂ (A ∪B) \ (H ∪K) mérhető és pozitív mértékű.
EkkorC ⊂ A∪B, és ígyC∩A ésC∩B legalább egyike pozitív mértékű. Tegyük
fel, hogy λ(C∩A) > 0. EkkorC∩A egy mérhető és pozitív mértékű részhalmaza
A \H-nak, hiszen C ∩ (H ∪K) = ∅. Ez ellentmond annak a feltevésnek, hogy
H mérhető burka A.

122. LegyenH , illetveK mérhető burkaA, illetveB. Ekkor, mint láttuk, H ∪K
mérhető burka A ∪B. Így

λ(A) + λ(B) = λ(H) + λ(K) = λ(H ∪K) = λ(A ∪B) <∞.
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Ebből következik, hogy λ(A ∩ B) = 0. Így λ(A ∩K) = 0, tehát A \ (A ∩K)
olyan mérhető halmaz, amely tartalmazza H-t és diszjunkt K-tól.

123. Mivel λ(A) < ∞, ezért választhatunk olyan In téglákat, amelyekre A ⊂
∞⋃
n=1

In és
∞∑
n=1

t(In) < λ(A) + ε/2. Válasszunk egy olyan N indexet, amely-

re
∞∑

n=N+1

t(In) < ε/2, és legyen E =

N⋃
n=1

In. Legyen G =

∞⋃
n=1

In. Ekkor

λ(G \A) < ε/2 és λ(G \ E) ≤
∞∑

n=N+1

t(In) < ε/2. Mivel

E∆A = (E \A) ∪ (A \ E) ⊂ (G \A) ∪ (G \ E),

tehát λ(E∆A) < ε.

124. Jelöljük A-val azon A ⊂ R Borel-halmazok rendszerét, amelyekre teljesül,
hogy minden ε > 0-hoz van olyanE halmaz, amely véges sok intervallum uniója,
és µ(A∆E) < ε. Ekkor A monoton osztály. Valóban, legyen A1, A2, . . . ∈ A,
A1 ⊂ A2 ⊂ . . . és A = ∪∞n=1An. Ekkor µ(A) < ∞ alapján minden ε-hoz van
olyan n, hogy µ(A) − µ(An) < ε/2. Mivel An ∈ A, ezért van olyan E halmaz,
amely véges sok intervallum uniója, és µ(An∆E) < ε/2. Így µ(A∆E) < ε, ami
mutatja, hogy A ∈ A. Ugyanígy látható (ismét felhasználva µ végességét), hogy
ha A1, A2, . . . ∈ A, A1 ⊃ A2 ⊃ . . . és A = ∩∞n=1An, akkor A ∈ A.

Jelöljük R-rel a P1 félgyűrű által generált gyűrűt, vagyis azoknak a halma-
zoknak a rendszerét, amelyek előállnak véges sok diszjunkt [a, b) típusú interval-
lum uniójaként. MivelR ⊂ A, ezért a 28. feladat állítása szerintA tartalmazza az
R által generált σ-gyűrűt, ami egyenlő R Borel-halmazainak rendszerével. Vagyis
minden Borel-halmaz eleme A-nak, ami éppen a feladat állítása.

125. Tegyük fel először, hogy λ(A) < ∞, és válasszunk olyan In intervallumo-

kat, amelyekreA ⊂
∞⋃
n=1

In és
∞∑
n=1

|In| < 1,01·λ(A). Ekkor λ(In∩A) > 0,99·|In|

teljesül legalább egy n-re. Ugyanis, ha ez nem igaz, akkor A =

∞⋃
n=1

(In∩A) alap-

ján

λ(A) ≤
∞∑
n=1

λ(In ∩A) ≤ 0,99 ·
∞∑
n=1

|In| < 0,99 · 1,01 · λ(A) < λ(A),

ami lehetetlen.

Ha λ(A) = ∞, akkor λ(A) ≤
∞∑

n−∞
λ([n − 1, n) ∩ A), és így van olyan n,

hogy λ([n − 1, n) ∩ A) > 0. Mivel λ([n − 1, n) ∩ A) ≤ 1, ezért a fentiek
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szeint van olyan I intervallum, hogy λ(I ∩ ([n − 1, n) ∩ A) > 0,99 · |I|, tehát
λ(I ∩A) > 0,99 · |I|.
126. Legyenek I, J olyan intervallumok, amelyekre λ(I ∩ A) > 0,99 · |I| és
λ(J ∩B) > 0,99 · |J |. Az I, J intervallumok végpontjait kicsit megnövelve felte-
hetjük, hogy |I| és |J | racionális számok. Legyenek n,m olyan pozitív egészek,
amelyekre |I|/|J | = n/m.

Legyen I = I1∪. . .∪In, ahol I1, . . . , In egymásba nem nyúló azonos hosszú-
ságú intervallumok. Ekkor

n∑
i=1

λ(Ii ∩A) = λ(I ∩A) > 0,99 · |I| = 0,99 ·
n∑
i=1

|Ii|,

amiből következik, hogy λ(Ii ∩A) > 0,99 · |Ii| teljesül legalább egy i-re.
Legyen J = J1 ∪ . . . ∪ Jm, ahol J1, . . . , Jm egymásba nem nyúló azonos

hosszúságú intervallumok. Ekkor λ(Jj ∩ B) > 0,99 · |Jj | teljesül legalább egy
j-re. Világos, hogy |Ii| = |Jj |, amivel a feladatot megoldottuk.

127. A 126. feladat állítása szerint vannak olyan I, J intervallumok, hogy |I| =
|J | = s > 0 és λ(A ∩ I) > 2s/3, λ(B ∩ J) > 2s/3. Legyen I = J + c. Legyen
A1 = A∩ I és B1 = B∩J , ekkor az A1 és B1 halmazok közül legalább az egyik
mérhető. Belátjuk, hogy c < d < c+ s/3 esetén (B1 + d) ∩A1 6= ∅.

Először is A1 ∪ (B1 + d) ⊂ I ∪ (J + d) = I ∪ (I + (d − c)). Mivel
I ∪ (I + (d − c)) egy olyan intervallum, amely rövidebb |I| + s/3 = 4s/3-nál,
ezért λ(A1 ∪ (B1 + d)) < 4s/3. Így a 117. feladat állításának felhasználásával

4s/3 < λ(A1) + λ(B1 + d) = λ(A1 ∪ (B1 + d)) + λ(A1 ∩ (B1 + d)) ≤
≤ 4s/3 + λ(A1 ∩ (B1 + d)),

tehát λ(A1 ∩ (B1 + d)) > 0. Így A1 ∩ (B1 + d) 6= ∅. Ha x ∈ A1 ∩ (B1 + d),
akkor x− d ∈ B1, tehát d = x− (x− d) ∈ A1 − B1 ⊂ A− B. Ezzel beláttuk,
hogy A−B tartalmazza a (c, c+ s/3) intervallumot.

128. Az 123. feladat szerint minden n-re van olyan An halmaz, amely véges sok
tégla uniója, továbbá d(An, A) < 1/n2. Ekkor (iii) nyilvánvalóan teljesül. Mivel
∞∑
n=1

d(An, An+1) <∞ is igaz, tehát a 90. feladat állítása szerint (ii) is teljesül.

129. Legyen B = R \ A, és tegyük fel, hogy λ(A) > 0 és λ(B) > 0. Ekkor az
127. feladat állítása szerintA−B tartalmaz nem-elfajuló intervallumot. ÍgyA−B
tartalmaz racionális számokat is. Legyen r ∈ (A − B) ∩ Q. Ekkor r = x − y,
ahol x ∈ A és y ∈ B. Ebből y = x− r ∈ A, ami lehetetlen.

130. Legyen B =
⋃
r∈Q

(A + r). Világos, hogy minden x ∈ B és r ∈ Q esetén

x + r ∈ B. Így az előző (129.) feladat szerint vagy B, vagy a komplementere
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nullmértékű. AzonbanA ⊂ B és λ(A) > 0, tehát λ(B) > 0, és így λ(R\B) = 0.
Ez éppen a feladat állítása.

131. Tegyük fel, hogy 0 < λ(A) < 1. Jelöljük D-vel a 10-hatvány nevezőjű
racionális számok halmazát. Mivel D megszámlálható, ezért B = ([0, 1]\A)\D
és A′ = A \ D pozitív mértékű mérhető halmazok. Így a 127. feladat szerint
B − A′ tartalmaz szakaszt. Mivel D mindenütt sűrű, ezért B − A′ tartalmaz
D-beli számot. Legyen d = x− y, ahol x ∈ B és y ∈ A′. Ekkor x = y + d.

Tegyük fel, hogy d tizedestört-alakjában az n-edik jegy után minden jegy nul-
la. Ekkor az y és x = y + d számok tizedesjegyei megegyeznek az (n + 1)-edik
jegytől kezdve. Ez azonban lehetetlen, hiszen y ∈ A, de x /∈ A.

132. Először belátjuk, hogy ha ϑ felvesz negatív értéket, akkor nem korlátos alul-
ról. Legyen ϑ(A) < 0. Ekkor van olyan korlátos halmaz is, amelyen ϑ negatív, ui.
ϑ(A∩B(0, n))→ ϑ(A), ha n→∞, és így ϑ(A∩B(0, n)) < 0, ha n elég nagy.
Ha ϑ(B) < 0, ahol B korlátos, akkor a B halmaznak véve n diszjunkt eltolt
példányának unióját, olyan halmazokat kapunk, amelyekben ϑ értéke n · ϑ(B).
Ebből világos, hogy ϑ nem korlátos alulról. Ugyanígy bizonyítható, hogy ha ϑ
felvesz pozitív értéket, akkor nem korlátos felülről.

Mivel ϑ vagy alulról vagy felülről korlátos az 76. feladat szerint, ezért vagy
ϑ ≥ 0, vagy pedig ϑ ≤ 0 mindenütt. Feltehetjük, hogy ϑ ≥ 0, mert különben
áttérünk a −ϑ halmazfüggvényre. Tehát feltehetjük, hogy ϑ mérték.

Mivel ϑ([0, 1]p) véges, ezért ϑ([0, 1)p) is véges. Ha ϑ([0, 1)p) = 0, akkor ϑ
azonosan nulla, mert Rp lefedhető [0, 1)p megszámlálhatóan sok eltolt példányá-
val. Így feltehetjük, hogy ϑ([0, 1)p) > 0, és egy pozitív számmal való beszorzás
után azt is feltehetjük, hogy ϑ([0, 1)p) = 1. Belátjuk, hogy ekkor ϑ megegyezik
a Lebesgue-mértékkel a Borel-halmazokon.

Mivel [0, 1)p előáll a [0, 1/n)p kocka np darab diszjunkt eltoltjának uniója-
ként, ezért ϑ([0, 1/n)p) = 1/np minden n-re. Ha ai, bi racionális számok, me-
lyek közös nevezője n, akkor az R = [a1, b1) × . . . × [ap, bp) halmaz előáll
mint a [0, 1/n)p kocka t(R)/np darab diszjunkt eltolt példányának uniója, tehát
ϑ(R) = t(R). A ϑ halmazfüggvény monotonitását felhasználva ebből azonnal
adódik, hogy ϑ(R) = t(R) minden R ∈ Pp téglára igaz. Mivel t egyértelműen
terjed ki mértékként a Borel-halmazokra, ezért ϑ = λ a Borel-halmazokon.

133. A megoldási ötlet szerint elég megadni eltolás-invariáns σ-ideálokat R-en,
ekkor mindegyikhez tartozik egy eltolás-invariáns mérték P (R)-en. Ilyenek pél-
dául I={∅}; I={A ⊂ R : A megszámlálható}; I={A ⊂ R : A nullmértékű};
I = {A ⊂ R : A első kategóriájú}. (Egy halmazt akkor nevezünk első kategó-
riájúnak, ha előáll megszámlálhatóan sok, sehol sem sűrű halmaz egyesítéseként.
Egy halmaz sehol sem sűrű, ha nincs olyan nem-elfajuló intervallum, amelyben
sűrű.)

További példák: Legyen I azon A ⊂ R halmazok rendszere, amelyek lefed-
hetők egy adott A0 halmaz megszámlálhatóan sok eltoltjával. Az A0 halmaznak
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persze olyannak kell lennie, hogy megszámlálhatóan sok eltoltja ne fedje le R-et.
Ez teljesül, ha pl. A0 megszámlálható, nullmértékű vagy első kategóriájú.

Az összes eddigi példától különbözik a számosságmérték, amelyre µ(A) =
|A|, ha A véges és µ(A) =∞, ha A végtelen.

134. Legyen G olyan nemüres nyílt halmaz, amelyre ϑ(G) véges. Ekkor ϑ a
G halmaz minden részhalmazán is véges. Legyen [a, b] ⊂ G egy nem-elfajuló
intervallum, ekkor tehát ϑ([a, b]) is véges.

Megmutatjuk, hogy van olyan E ⊂ R halmaz, amelyre (i) E-nek létezik vég-
telen sok páronként diszjunkt [a, b]-beli eltoltja, valamint (ii) E-nek létezik meg-
számlálhatóan sok eltoltja, amelyek lefedik R-et.

Definiáljuk R-en a ∼ relációt a következőképpen: tetszőleges x, y ∈ R-re
legyen x ∼ y, ha x − y ∈ Q. Könnyű ellenőrizni, hogy ∼ ekvivalencia-reláció,
amelynek az ekvivalencia-osztályai az {x + r : r ∈ Q} alakú halmazok, ahol
x ∈ R. Mivel mindegyik ekvivalencia-osztály sűrű R-ben, így a kiválasztási
axióma felhasználásával mindegyik ekvivalencia-osztályból kiválaszthatunk egy
olyan elemet, amely a [0, (b − a)/2] intervallumbe esik. Legyen E a kiválasztott
elemek halmaza; belátjuk, hogy E rendelkezik a fenti (i) és (ii) tulajdonságokkal.

Az E halmaznak racionális számokkal való eltoltjai páronként diszjunktak.
Azaz ha r, s ∈ Q és r 6= s, akkor (E + r) ∩ (E + s) = ∅. Valóban, ha x ∈
(E + r) ∩ (E + s), akkor x− r és x− s mindketten elemei E-nek. Ez azonban
lehetetlen, mert x− r ∼ x− s, holott E mindegyik ekvivalencia-osztályból csak
egyetlen elemet tartalmaz.

Így azE+(a+1/n) halmazok páronként diszjunktak. Legyen n0 > 2/(b−a).
Ekkor azE+(a+1/n) (n ≥ n0) halmazok páronként diszjunktak és részei [a, b]-
nek, hiszen E ⊂ [0, (b− a)/2]. Ezzel (i)-et beláttuk.

Az E+r (r ∈ Q) halmazok lefedik R-et. Valóban, tetszőleges x-re van olyan
y ∈ E elem, amelyet az x-et tartalmazó ekvivalencia-osztályból választottunk.
Ekkor r = x− y ∈ Q, tehát x = y + r ∈ E + r.

Ha F ⊂ E, akkor ϑ eltolás-invarianciája miatt ϑ(F ) = ϑ(F+r) minden r-re.
Ha ϑ(F ) > 0, akkor

ϑ

( ∞⋃
n=n0

ϑ(F + 1/n)

)
=

∞∑
n=n0

ϑ(F ) =∞.

Mivel F + 1/n ⊂ E + 1/n ⊂ [a, b] minden n ≥ n0-ra, ebből következik,
hogy ϑ([a, b]) =∞, ami lehetetlen, mert ϑ([a, b]) véges. Ugyanígy látható, hogy
ϑ(F ) < 0 is lehetetlen. Ezzel beláttuk, hogy ϑ(F ) = 0 minden F ⊂ E halmazra.

Az eltolás-invariancia miatt ebből következik, hogy ϑ(F ) = 0 minden olyan
F halmazra, amely lefedhető E egy eltoltjával. Tudjuk, hogy R =

⋃
r∈Q

(E + r).
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Így tetszőleges A ⊂ R halmazra

ϑ(A) =
∑
r∈Q

ϑ(A ∩ (E + r)) =
∑
r∈Q

0 = 0.

Ezzel beláttuk, hogy ϑ azonosan nulla.

135. Ha A nem Lebesgue-mérhető, akkor nincs mit bizonyítani. Ezért feltehet-
jük, hogy A Lebesgue-mérhető. A 130. feladat állítása szerint λ(R \ B) = 0,
ahol B =

⋃
r∈Q

(A + r). Legyen E tetszőleges nem Lebesgue-mérhető halmaz.

Ekkor van olyan r ∈ Q, hogy az (A + r) ∩ E halmaz nem mérhető. Ellen-
kező esetben ugyanis B ∩ E =

⋃
r∈Q

((A + r) ∩ E) is mérhető lenne. De ekkor

E = (B∩E)∪(E\B) is mérhető lenne, hiszenE\B nullmértékű. Ez lehetetlen,
tehát (A+r)∩E nem mérhető egy alkalmas r-re. EkkorE′ = [(A+r)∩E]−r =
A ∩ (E − r) sem mérhető.

136. Az (i) egyenlőtlenség általában nem igaz. LegyenU tetszőleges nem-mérhető
halmaz. Ekkor van olyan V halmaz, amelyet nem vág jól ketté, azaz λ(V ) <
λ(V ∩ U) + λ(V \ U). Legyen H = U ∩ V és K = V \ U . Ekkor H ∩K = ∅,
tehát

λ(H ∪K) + λ(H ∩K) = λ(V ) + 0 < λ(V ∩ U) + λ(V \ U) =

= λ(H) + λ(K).

A (ii) állítás igaz. Legyen H , illetve K mérhető burka A, illetve B. Ekkor

λ(H ∪K) + λ(H ∩K) ≤ λ(A ∪B) + λ(A ∩B) =

= λ(A) + λ(B) = λ(H) + λ(K).

137. Jelöljük M-mel azoknak a halmazoknak a rendszerét, amelyek előállnak
véges sok racionális gömb uniójaként. EkkorM megszámlálható. Megmutatjuk,
hogyM mindenütt sűrű L<∞-ben.

Legyen A ∈ L<∞ és ε > 0 adott. Legyen G olyan nyílt halmaz, amelyre
A ⊂ G és λ(G \ A) < ε/2. (Lásd a 101. feladat (i) állítását.) Ekkor G =
B1∪B2∪ . . ., aholB1, B2, . . . racionális gömbök (lásd a 41. feladat (ii) állítását).
Ekkor Mn = B1 ∪ . . . ∪ Bn ∈ M minden n-re. Mivel M1 ⊂ M2 ⊂ . . . és
M1 ∪ M2 ∪ . . . = G, ezért λ(Mn) → λ(G). Legyen n olyan index, amelyre
λ(G \Mn) < ε/2. Ekkor

d(A,Mn) ≤ d(A,G) + d(G,Mn) = λ(G \A) + λ(G \Mn) <
ε

2
+
ε

2
= ε.
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Ezzel beláttuk, hogyM mindenütt sűrű L<∞-ben.

138. Tegyük fel, hogy f mérhető, és legyen C = {B ⊂ R : f−1(B) ∈ A}. Be-
látjuk, hogy C olyan σ-gyűrű, amely tartalmazza a nyílt halmazokat. Ha B1, B2,
. . . ∈ C, akkor f−1(B1 \B2) = f−1(B1) \ f−1(B2) ∈ A és

f−1

( ∞⋃
n=1

Bn

)
=

∞⋃
n=1

f−1(Bn) ∈ A,

tehát C σ-gyűrű.
Tetszőleges c∈R-re (−∞, c) és (c,∞) elemei C-nek, hiszen f−1((−∞, c))=

A(f < c) ∈ A és f−1((c,∞)) = A(f > c) ∈ A. Mivel (a, b) = (−∞, b) ∩
(a,∞), ezért a nyílt intervallumok elemei C-nek. Mivel pedig R minden nyílt
részhalmaza előáll megszámlálhatóan sok nyílt intervallum uniójaként, így C tar-
talmazza a nyílt halmazokat.

A legszűkebb, nyílt halmazokat tartalmazó σ-gyűrű a Borel-halmazok rend-
szere, ezért C tartalmazza a Borel-halmazokat. Ezzel beláttuk, hogy ha f mérhető,
akkor f−1(B) ∈ A minden B ⊂ R Borel-halmazra.

A megfordítás nyilvánvaló, hiszen A(f < c) = f−1((−∞, c)), és (−∞, c)
Borel-halmaz minden c-re.

139. Legyen s egyszerű. Ekkor A = A1 ∪ . . . ∪ An, ahol A1, . . . , An mérhető
halmazok, melyek mindegyikén s konstans. Nyilvánvaló, hogy minden c ∈ R-
re az A(s < c) halmaz üres vagy egyenlő az Ai halmazok közül néhánynak az
uniójával. Így s mérhető. Triviális, hogy s értékkészlete véges.

Most tegyük fel, hogy s mérhető és az értékkészlete véges. Legyen s(A) =
{c1, . . . , cn}. Ekkor Ai = A(s = ci) ∈ A, hiszen s mérhető. Nyilvánvaló, hogy
A = A1 ∪ . . . ∪ An, és hogy s konstans az Ai halmazok mindegyikén, tehát s
egyszerű.

140. Azon x ∈ A pontok halmaza, amelyekben az fn(x) számsorozat monoton

növő, egyenlő a
∞⋂
n=1

A(fn ≤ fn+1) halmazzal, ami eleme A-nak. Ugyanígy

látható, hogy azon x ∈ A pontok halmaza, amelyekben az fn(x) számsorozat
monoton csökkenő, szintén eleme A-nak. Így e két halmaz uniója is eleme A-
nak.

141. Mivel az A(fn = c) halmaz mérhető minden n-re és minden c ∈ R-re, ezért
a Cn = {x ∈ A : fn(x) racionális} =

⋃
r∈Q

A(fn = r) halmaz szintén mérhető.

Ha P jelöli a prímszámok halmazát, akkor

B =
⋂
p∈P

(
(A \ Cp) ∪ (A \ Cp2)

)
.
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Ebből világos, hogy B ∈ A.

142. Legyen A olyan σ-gyűrű és A ∈ A olyan halmaz, amelynek minden egy-
elemű részhalmaza mérhető, de A nem minden részhalmaza mérhető. (Legyen
pl. X nem-megszámlálható, és legyen A = {A ⊂ X : A megszámlálható}.) Ha
B ⊂ A és B /∈ A, akkor χB nem mérhető. Másrészt χB = sup{χx : x ∈ B}, és
χx mérhető minden x ∈ A-ra.

143. Tegyük fel, hogy minden mérhető függvény majdnem konstans A-n. Ha
B ∈ A és B ⊂ A, akkor χB mérhető, tehát majdnem konstans A-n. Legyen
c ∈ R olyan, hogy µ(A(χB 6= c)) = 0. Ha c = 0, akkor µ(B) = 0, hiszen
B pontjaiban χB 6= 0. Ha viszont c 6= 0, akkor µ(A \ B) = 0, hiszen A \ B
pontjaiban χB = 0. Ezzel beláttuk, hogy A atom.

Most tegyük fel, hogy A atom, és legyen f mérhető A-n. Belátjuk, hogy
f majdnem konstans A-n. Tetszőleges a ∈ R-re az A(f < a), A(f = a),
A(f > a) halmazok diszjunkt mérhető részhalmazai A-nak, melyek uniója A.
Mivel A atom, ezért e három halmaz közül kettő nullmértékű.

Tekintsük a C = {a ∈ R : µ(A(f > a)) = 0} halmazt. Ha C = ∅, akkor

µ(A(f ≤ a)) = 0 minden a ∈ R-re. Ekkor A(f < ∞) =

∞⋃
n=1

A(f ≤ n)

nullmértékű, tehát a feladat állítása teljesül c =∞-re.
Ha C 6= ∅ és nem korlátos alulról, akkor µ(A(f > an)) = 0 egy alkalmas

an → −∞ sorozatra. Így A(f > −∞) =

∞⋃
n=1

A(f > −an) nullmértékű, tehát a

feladat állítása teljesül c = −∞-re.
Végül legyen C 6= ∅ és alulról korlátos. Belátjuk, hogy a feladat állítása

teljesül c = inf C-re. Legyenek an ∈ C és bn /∈ C c-hez tartó sorozatok. Ekkor

A(f > c) =

∞⋃
n=1

A(f > an) és A(f < c) =

∞⋃
n=1

A(f < bn) nullmértékű

halmazok, tehát µ(A(f 6= c)) = 0.

144. Legyen az f : A → R függvény korlátos és mérhető, és legyen ε > 0
adott. Tegyük fel, hogy f(A) ⊂ [−K,K]. Ekkor az Ai = A((i − 1) · ε ≤ f <
i · ε) halmazok mérhetőek minden i-re, és közülük véges sok lefedi A-t. Legyen
s(x) = (i − 1) · ε minden x ∈ Ai-re és minden olyan i-re, amelyre Ai 6= ∅.
Világos, hogy s egyszerű, és |f − s| < ε mindenütt A-n. Ezzel (i)-et beláttuk.

Legyen f : A → R függvény mérhető, ahol µ(A) < ∞, és legyen ε > 0
adott. Az An = A(−n < f < n) halmazok mérhetőek, az uniójuk A, és A1 ⊂
A2 ⊂ . . ., tehát µ(An) → µ(A). Mivel µ(A) < ∞ a feltevés szerint, ezért van
olyan n, hogy µ(A \ An) < ε. Legyen g(x) = f(x), ha x ∈ An, és legyen
g(x) = 0, ha x ∈ A \ An. Nyilvánvaló, hogy g korlátos és mérhető. Így (i)
szerint van olyan s egyszerű függvény, hogy |s− g| < ε/2 mindenütt A-n. Ekkor
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A(|f−s| > ε) ⊂ A(f 6= g), tehát µ(A(|f−s| > ε)) < ε. Ezzel (ii)-t is beláttuk.

145. Az F függvény monotonitása nyilvánvaló. Ha a tn számsorozat szigorúan
monoton növő és tn → t, akkor az A(f < tn) halmazok monoton növő so-
rozatot alkotnak, melyek uniója A(f < t). Ebből következik, hogy F (tn) →
F (t). Ez bizonyítja a balról folytonosságot. Ugyanígy adódik, hogy lim

t→∞
F (t) =

µ(A). Ha a tn számsorozat szigorúan monoton csökkenő és tn → −∞, akkor az
A(f < tn) halmazok monoton csökkenő sorozatot alkotnak, melyek metszete
üres, mert feltettük, hogy f véges értékű. Mivel µ(A) < ∞, ezért F (tn) → 0.
Ezzel beláttuk, hogy lim

t→−∞
F (t) = 0.

Ha a tn számsorozat szigorúan monoton csökkenő és tn → t, akkor az
A(f < tn) halmazok monoton csökkenő sorozatot alkotnak, melyek metszete
A(f ≤ t). Így F (tn) → µ(A(f ≤ t)). Ebből következik, hogy F jobb oldali
határértéke t-ben µ(A(f ≤ t)). Az F függvény akkor és csak akkor lesz jobb-
ról folytonos a t pontban, ha µ(A(f ≤ t)) = F (t) = µ(A(f < t)), azaz ha
µ(A(f = t)) = 0.

146. A Borel–Cantelli-lemma (64. feladat) szerint µ-m.m. x ∈ A-hoz van olyan
n0, hogy minden n ≥ n0-ra x /∈ A(|fn− f | > 1/n), azaz |fn(x)− f(x)| ≤ 1/n.
Minden ilyen x-re fn(x)→ f(x), és ezt kellett belátni.

147. A megoldás azon az észrevételen alapszik, hogy ha
∞∑
n=1

an egy pozitív tagú

divergens sor, akkor vannak olyan In intervallumok [0, 1]-ben, hogy |In| ≤ an
minden n-re, és amelyek együttesen minden x ∈ [0, 1) pontot végtelen sokszor
lefednek. Ilyen intervallumokat a 63. feladatban konstruáltunk. A fenti konst-

rukció alkalmazható az an = 1/(2n) sorozatra, hiszen
∞∑
n=1

1/(2n) = ∞. Így

olyan In ⊂ [0, 1] intervallumokat kapunk, amelyekre |In| < 1/n minden n-
re, és amelyek együttesen minden x ∈ [0, 1) pontot végtelen sokszor lefednek.
Ha µ a Lebesgue-mérték, A = [0, 1], f ≡ 0 és fn = χIn minden n-re, akkor
µ(A(|fn − f | > 1/n2)) = |In| < 1/n minden n > 1-re, de fn(x) → f(x)
semmilyen x pontban nem teljesül.

148. Legyen fn olyan folytonos függvény, hogy fn(x) = 0, ha x ∈ {0}∪[1/n, 1],
és max

[0,1/n]
f = 1 (n = 1, 2, . . .). Világos, hogy fn → 0 pontonként [0, 1]-en.

Ha A ⊂ [0, 1] sűrű [0, 1]-ben, akkor a konvergencia nem egyenletes A-n, hiszen
mindegyik fn felvesz 1/2-nél nagyobb értéket A-n. Ha N nullmértékű, akkor
[0, 1] \N sűrű, tehát a konvergencia nem egyenletes [0, 1] \N -en.

149. Legyen A =
∞⋃
n=1

An, ahol An ∈ A véges mértékű minden n-re. A Je-

gorov-tétel szerint minden k-ra van olyan Bn,k ⊂ An mérhető halmaz, hogy
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µ(An \ Bn,k) < 1/k, és a konvergencia egyenletes Bn,k-n. Legyen C1, C2,

. . . a Bn,k halmazok egy felsorolása. Ekkor N = A \
∞⋃
i=1

Ci nullmértékű, hiszen

An \
∞⋃
k=1

Bn,k nullmértékű minden n-re.

150. Jelöljük X-szel a pozitív egészekből álló, monoton növő és végtelenhez
tartó sorozatok halmazát. Legyen A = P (X), és legyen µ a számosságmérték
P (X)-en. Ha x = (k1, k2, . . .) ∈ X és n ∈ N+, akkor legyen fn(x) = 1/i,
ahol i a legkisebb olyan index, amelyre n ≤ ki. (Ilyen index van, mert kn → ∞
minden (k1, k2, . . .) ∈ X-re.) Ekkor az fn függvénysorozat pontonként nullához
tart X-en.

Tegyük fel, hogy a C ⊂ X halmazon a konvergencia egyenletes. Ekkor min-
den i-re van olyan Ni, hogy fn(x) < 1/i minden x ∈ C és n ≥ Ni esetén. Ebből
következik, hogy ha x = (k1, k2, . . .) ∈ C, akkor ki < Ni minden i-re. Ugyanis
fki(x) ≥ 1/i, holott ki ≥ Ni-ből fki(x) < 1/i következne. Ha tehát egy C ⊂ X
halmazon a konvergencia egyenletes, akkor van olyan (N1, N2, . . .) sorozat, hogy
ki < Ni minden (k1, k2, . . .) ∈ C sorozatra, és minden i-re.

Megmutatjuk, hogy ha X = C1 ∪ C2 ∪ . . ., akkor a konvergencia nem lehet
egyenletes mindegyik halmazon. Ha ugyanis a konvergencia egyenletes volna
mindegyik halmazon, akkor volnának olyan (Nn

i ) sorozatok (n = 1, 2, . . .), hogy
ha (k1, k2, . . .) ∈ Cn, akkor ki < Nn

i minden i-re.
Ez azonban lehetetlen, mert ha a monoton növő és végtelenhez tartó (ki) so-

rozatot úgy választjuk, hogy kn > Nn
n + 1 teljesüljön minden n-re, akkor az

x = (k1, k2, . . .) sorozat egyik Cn halmaznak sem lehet eleme. Ha ugyanis
x ∈ Cn, akkor kn < Nn

n nem teljesül.
Mivel a számosságmérték szerint minden nullmértékű halmaz üres, ezért nincs

olyanX = N∪
∞⋃
i=1

Ci, felbontás, amelyre µ(N) = 0 és a konvergencia egyenletes

mindegyik Ci halmazon.

151. Feltehetjük, hogy f monoton növő. Legyen c∈R tetszőleges. Ha A(f <c)
6= ∅, akkor legyen b = supA(f < c). Könnyű belátni, hogy A(f < c) =
A ∩ (−∞, b) vagy A(f < c) = A ∩ (−∞, b]. Így A(f < c) mindkét esetben
Borel-halmaz.

152. Legyen c ∈ R tetszőleges. Ha x ∈ A(f < c), akkor f folytonossága miatt
van olyan δx > 0, hogy A ∩ B(x, δx) ⊂ A(f < c). Ebből következik, hogy
A(f < c) = A ∩ G, ahol G =

⋃
x∈A

B(x, δx). Mivel G nyílt, ezért A(f < c)

Borel-halmaz. Ez minden c ∈ R-re igaz, tehát f Borel-mérhető.

153. Osszuk fel a [0, 1] intervallumot 10n egyenlő részre. Mindegyik I osztó-
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intervallumra teljesül, hogy az I belsejében levő bármely két szám tizedestört
alakjának első n jegye megegyezik. Ebből következik, hogy az An függvény
konstans mindegyik osztóintervallum belsejében. Így az An függvény lépcsős-
függvény, és akkor ugyanez igaz az fn = An/n függvényre is. Tehát fn Borel-
mérhető minden n-re, ezért lim sup

n→∞
fn szintén Borel-mérhető.

154. Legyen f az előző (153.) feladatban konstruált függvény. Ekkor f a [0, 1]
intervallum minden részintervallumában felvesz minden [0, 1]-beli értéket. Való-
ban, legyen 0 < a < b < 1 és c ∈ [0, 1] adott. Válasszunk olyan a1, . . . , an
tizedesjegyeket, hogy a < 0, a1 . . . an és 0, a1 . . . an + 10−n < b teljesüljön.
Könnyen látható, hogy az an+1, an+2, . . . tizedesjegyeket megválaszthatjuk úgy,
hogy f értéke az x = 0, a1 . . . anan+1an+2 . . . pontban éppen c legyen. Írjunk
ui. az n-edik jegy után 7-es jegyeket mindaddig, amíg a 7-esek aránya nem lesz
nagyobb c-nél. Amint az arány nagyobb, mint c, írjunk 7-től különböző jegyeket
addig, amíg az arány c alá nem megy. Ezután ismét írjunk 7-eseket stb. Könnyen
látható, hogy az így konstruált x számra f(x) = c. Mivel a < x < b, ezzel az
állítást beláttuk.

Legyen A = {x ∈ [0, 1] : 0 < f(x) < 1}. Mivel f Borel-mérhető, ezért
A Borel-halmaz. Legyen g(x) = tg ((f(x) − (1/2)) · π), ha x ∈ A, és legyen
g(x) = 0, ha x ∈ [0, 1] \ A. Nyilvánvaló, hogy a g függvény [0, 1] minden
részintervallumában felvesz minden értéket. Tetszőleges c ∈ R-re és x ∈ A-ra
g(x) < c ⇐⇒ f(x) < (1/2) + (arctg c)/π. Mivel f Borel-mérhető, ezért az
{x : g(x) < c} halmaz Borel minden c-re, és ebből könnyen adódik, hogy g is
Borel-mérhető.

155. Legyen A ⊂ Rp adott. Megmutatjuk, hogy az f : A → R függvényt egy-
értelműen meghatározzák az A(f < r) (r ∈ Q) halmazok. Valóban, tegyük fel,
hogy egy g : A → R függvényre teljesül, hogy A(g < r) = A(f < r) minden
r ∈ Q-ra. Ekkor g ≡ f . Ha ugyanis f(x) 6= g(x) valamely x ∈ A-ra, akkor
A(g < r) 6= A(f < r) minden olyan r ∈ Q-ra, amely f(x) és g(x) között van.

Legyen (rn) a racionális számok egy sorozatba rendezése. Minden f ∈ Fb
függvényhez rendeljük hozzá azt az A0, A1, . . . halmazsorozatot, amelyre A0

egyenlő f értelmezési tartományával, és An = A0(f < rn) minden n = 1, 2, . . .-
re. A fentiek szerint különböző Fb-beli függvényekhez különböző halmazsoroza-
tokat rendeltünk hozzá.

Az 57. feladat szerint Rp-nek kontinuum sok Borel-részhalmaza van. Mivel
az A0, A1, . . . halmazsorozatok minden tagja Borel, ezért ezen halmazsorozatok
száma legfeljebb cℵ0 = (2ℵ0)ℵ0 = 2ℵ0·ℵ0 = 2ℵ0 = c. Ezzel beláttuk, hogy
Fb számossága legfeljebb kontinuum. Mivel Fb számossága legalább kontinuum
(hiszen a konstans függvények elemei Fb-nek), ezért Fb számossága pontosan

www.interkonyv.hu Hungarian Edition © Typotex

© Laczkovich Miklós



i
i

“MertekFeladatok_0706” — 2018/7/6 — 10:23 — page 170 — #170 i
i

i
i

i
i

170 Megoldások

kontinuum.

156. A megoldási ötlet gondolatát alkalmazva azonnal adódik, hogy

A =
⋂

r∈Q, r≥0
(([a, b] \Ar)× R) ∪ ([a, b]× [0, r]).

Ha f Borel-mérhető, akkor az Ar, ([a, b] \ Ar) × R, [a, b] × [0, r] halmazok
mindegyike Borel-mérhető minden r-re, tehát ugyanez igaz A-ra.

Most tegyük fel, hogy A Borel. Be kell látni, hogy ekkor f Borel-mérhető,
vagyis hogy az Ec = {x ∈ [a, b] : f(x) ≥ c} halmaz Borel minden c ∈ R-re.
Nyilvánvaló, hogy x ∈ Ec ⇐⇒ (x, c) ∈ A minden x ∈ [a, b]-re. Így Ec
megegyezik az Ac = {x : (x, c) ∈ A} szekcióval. Ezért elég annyit belátni, hogy
ha B ⊂ R2 Borel, akkor a Bc szekció (mint R részhalmaza) is Borel. Legyen
c ∈ R rögzített, és legyen A azon B ⊂ R2 halmazok rendszere, amelyekre Bc

Borel. Könnyű ellenőrizni, hogy A olyan σ-gyűrű, amely tartalmazza a nyílt
halmazokat. Így A minden síkbeli Borel-halmazt is tartalmaz, amivel az állítást
beláttuk.

157. A Dirichlet-függvény majdnem mindenütt egyenlő az azonosan 0 függ-
vénnyel, de sehol sem folytonos. Így (ii)6=⇒(i). Ha a < c < b, akkor a χ[a,c]

függvény egyetlen pont kivételével folytonos, de nincs olyan g : [a, b]→ R foly-
tonos függvény, amelyre f = g majdnem mindenütt. Így (i)6=⇒(ii). Tehát egyik
állításból sem következik a másik.

158. Legyen c ∈ R tetszőleges. Belátjuk, hogy az Ac = {x ∈ [a, b] : f(x)< c}
halmaz Lebesgue-mérhető. Legyen f szakadási pontjainak halmaza D. Ekkor a
feltevés szerint λ(D) = 0. Minden x ∈ Ac \D pontban f(x) < c és f folytonos
x-ben. Így van olyan δx > 0, hogy f(y) < c minden y ∈ (x− δx, x+ δx)-re. Ez
azt jelenti, hogy (x− δx, x+ δx) ⊂ Ac minden x ∈ Ac \D-re. Jelöljük G-vel az⋃
{(x− δx, x+ δx) : x ∈ Ac \D} halmazt. Ekkor G nyílt, és G ⊂ Ac. Másrészt

Ac \D ⊂ G, tehát Ac \G ⊂ D, és így λ(Ac \G) = 0. Ebből következik, hogy
Ac = G ∪ (Ac \G) Lebesgue-mérhető.

159. Legyen A ⊂ [a, b] sehol sem sűrű, zárt és pozitív mértékű halmaz (lásd a
103. feladatot). Ekkor az f = χA függvény Lebesgue-mérhető, mertA Lebesgue-
mérhető. Legyen E ⊂ [a, b] tetszőleges nullmértékű halmaz. Ekkor A \ E 6= ∅.
Ha x ∈ A \E, akkor f megszorítása az [a, b] \E halmazra nem folytonos x-ben.
Ez abból következik, hogy f(x) = 1, de x minden környezetében van olyan nyílt
intervallum, amelyen f nulla. Egy ilyen nyílt intervallumból E-t elhagyva még
mindig maradnak olyan pontok, amelyekben f értéke nulla, tehát f |[a,b]\E nem
folytonos x-ben.

160. Először belátjuk, hogy ha A ⊂ [a, b] Lebesgue-mérhető, akkor minden ε >
0-ra van olyan g : [a, b] → R lépcsősfüggvény, hogy λ({x ∈ [a, b] : χA(x) 6=
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g(x)}) < ε. Ugyanis a 123. feladat állítása szerint van olyan B halmaz, amely
véges sok szakasz uniója, és amelyre λ(A∆B) < ε. Ekkor g = χB lépcsősfügg-
vény, és nyilván kielégíti a feltételt, hiszen

{x ∈ [a, b] : χA(x) 6= g(x)} ⊂ A∆B.

Most belátjuk, hogy ha s : [a, b] → R egyszerű függvény, akkor minden
ε > 0-ra van olyan g : [a, b] → R lépcsősfüggvény, hogy λ({x ∈ [a, b] : s(x) 6=
g(x)}) < ε. Legyen sn = ci azAi halmazon, aholA1, . . . , Ak diszjunkt Lebesgue-
mérhető halmazok, melyek uniója [a, b]. A fentiek szerint minden i = 1, . . . , k-ra
van olyan gi lépcsősfüggvény, hogy λ({x ∈ [a, b] : χAi(x) 6= gi(x)}) < ε/k. Le-

gyen g =
k∑
i=1

ci · gi. Ekkor g is lépcsősfüggvény. Világos, hogy ha s(x) 6= g(x),

akkor van olyan i, hogy χAi(x) 6= gi(x). Így λ({x ∈ [a, b] : s(x) 6= g(x)}) <
k · ε/k = ε.

A 144. feladat (ii) állítása szerint van olyan s : [a, b]→ R egyszerű függvény,
hogy λ({x ∈ [a, b] : |f(x)−s(x)| > ε}) < ε/2. Legyen g olyan lépcsősfüggvény,
hogy λ({x ∈ [a, b] : g(x) 6= s(x)}) < ε/2. Ekkor λ({x ∈ [a, b] : |f(x)−g(x)| >
ε}) < ε.

161. Az előző (160.) feladat szerint minden n-re van olyan gn : [a, b] → R
lépcsősfüggvény, hogy λ({x ∈ [a, b] : |f(x) − gn(x)| > 1/n}) < 1/n2. Így
a 146. feladat állítása szerint gn → f λ-m.m.

162. Tegyük fel először, hogy f = χB , ahol B ⊂ A mérhető. A 101. feladat
állítása szerint van olyan F zárt halmaz és olyan G nyílt halmaz, hogy F ⊂ B ⊂
G és λ(G \ F ) < ε.

Létezik olyan g : Rp → R folytonos függvény, amelyre χF ≤ g ≤ χG. Ilyen
például a

g(x) =
dist (x,Rp \G)

dist (x,Rp \G) + dist (x, F )

függvény, ahol dist (x,H) jelöli az x pontnak a H halmaztól való távolságát.
Ugyanis könnyű belátni, hogy adottH halmazra a dist (x,H) függvény folytonos
(sőt Lipschitz) Rp-n. Így a fent definiált g függvény mindenütt folytonos. (Vegyük
észre azt is, hogy a g-t defináló tört nevezője mindenütt pozitív, mert F és Rp \
G diszjunkt zárt halmazok, tehát nincs olyan x, amelynek mindkettőtől nulla a
távolsága.) Könnyen látható, hogy {x ∈ A : χB(x) 6= g(x)} ⊂ G \ F , ezért
λ(A((χB 6= g)) < ε.

Most legyen f egyszerű függvény. Ekkor f =

n∑
i=1

ciχBi , ahol Bi ⊂ A

Lebesgue-mérhető halmaz minden i = 1, . . . , n-re. Legyenek g1, . . . , gn olyan
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folytonos függvények, melyekre λ(A(χBi 6= gi)) < ε/n. Ha g =
n∑
i=1

cigi, akkor

nyilván λ(A(f 6= g)) < ε.
Most legyen f : A → R tetszőleges mérhető függvény. A 144. feladat (ii)

állítása szerint minden ε > 0-hoz van olyan s egyszerű függvény A-n, amelyre
µ(A(|f − s| > ε)) < ε/2. A fentiek szerint van olyan g : Rp → R folytonos
függvény, hogy λ(A(s 6= g)) < ε/2. Ekkor λ(|f − g| > ε) < ε, amivel a
feladatot megoldottuk.

163. Az előző (162.) feladat állítása szerint minden n-re van olyan gn : Rp → R
folytonos függvény, hogy λ(An) < 1/n2, ahol

An = {x ∈ B(0, n) : (|f(x)− gn(x)| > 1/n}.

A Borel–Cantelli-lemma (64. feladat) szerint majdnem minden x ∈ Rp pont csak
véges sok An-nek eleme. Minden ilyen pontban minden elég nagy n-re |f(x) −
gn(x)| < 1/n (hiszen x ∈ B(0, n) minden elég nagy n-re). Így gn → f majdnem
mindenütt. Ezzel (i)-et beláttuk.

Legyen ε > 0 adott. Bontsuk fel Rp-t az egymásba nem nyúló K1,K2, . . .
kockák egyesítésére. A Jegorov-tétel szerint minden i-re van olyan Ei ⊂ Ki

halmaz, hogy λ(Ei) < ε/2i, és a gn → f konvergencia egyenletes a Ki \ Ei
halmazon. Így f folytonos a Ki \ Ei halmazra megszorítva. Legyen E =
∞⋃
i=1

(Ei∪∂Ki). Ekkor λ(E) < ε, hiszen λ(∂(Ki)) = 0 minden i-re. Nyilvánvaló,

hogy f folytonos az Rp \ E halmazra megszorítva.

164. Két megoldást adunk.

1. Az A(f = ∞) és A(f = −∞) halmazok Lebesgue-mérhetőek. Így a 101.
feladat állítása szerint léteznek olyan U és V Gδ halmazok, hogyA(f =∞) ⊂ U
és A(f = −∞) ⊂ V , valamint az U \A(f =∞) és V \A(f = −∞) halmazok
nullmértékűek. Legyen B = A \ (U ∪ V ), és definiáljuk a g : A→ R függvényt
a következőképpen: g(x) = f(x), ha x ∈ B, g(x) = ∞, ha x ∈ U ∩ A és
g(x) = −∞, ha x ∈ (V \ U) ∩ A. Ekkor g = f majdnem mindenütt. Világos,
hogy ha h : B → R Borel-mérhető és h = g majdnem mindenütt B-n, akkor a h
függvényt az U ∩A halmazon végtelennek, a (V \U)∩A halmazon pedig mínusz
végtelennek definiálva olyan Borel-mérhető függvényt kapunk, amely majdnem
mindenütt egyenlő f -fel A-n.

Feltehetjük tehát, hogy f véges értékű. Terjesszük ki f -et Rp-re Lebesgue-
mérhető függvényként (legyen pl. f(x) = 0 minden x /∈ A-ra). A 163. feladat
(ii) állításából következik, hogy vannak olyan En halmazok, hogy λ(En) < 1/n
és f folytonos A \ En-en minden n = 1, 2, . . .-re. Az En halmazt lefedhetjük
egy 1/n-nél kisebb mértékű nyílt halmazzal. Így feltehető, hogy En nyílt minden
n-re.
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Legyen Bn = A \ En (n = 1, 2, . . .) és B =
∞⋃
n=1

Bn, ekkor B olyan Borel-

halmaz, amelyreA\B ⊂
∞⋂
n=1

En, tehátA\B nullmértékű. Legyen g(x) = f(x),

ha x ∈ B és g(x) = 0, ha x ∈ A \ B. Világos, hogy f = g majdnem mindenütt
A-n.

Mivel f folytonos a Bn halmazra megszorítva, ezért a 152. feladat állítása
szerint f |Bn Borel-mérhető. Ha tehát c ∈ R, akkor Bn(f < c) Borel-halmaz
minden n-re. Így

B(g < c) = B(f < c) =
∞⋃
n=1

Bn(f < c)

is Borel-halmaz minden c-re. Mivel A(g < c) = B(g < c), ha c ≤ 0, illetve
A(g < c) = B(g < c) ∪ (A \ B), ha c > 0, ezért A(g < c) Borel-mérhető
minden c ∈ R-re, tehát g Borel-mérhető.

2. Az Ar = {x ∈ A : f(x) < r} halmaz Lebesgue-mérhető minden r-re. A 101.
feladat állítása szerint minden r-re létezik egy Vr Gδ halmaz úgy, hogy Ar ⊂ Vr,
és λ(Vr \Ar) = 0. Így az N =

⋃
r∈Q

(Vr \Ar) halmaz nullmértékű. Ismét felhasz-

nálva a 101. feladat állítását, kapunk egy W halmazt, amely Gδ, nullmértékű és
tartalmazza N -et.

Legyen g(x) = f(x), ha x ∈ A \W , és g(x) = 0, ha x ∈ A ∩W . Belátjuk,
hogy g Borel-mérhető, és f = g majdnem mindenütt. Az utóbbi állítás nyilván-
való a g függvény definíciójából. Legyen Br = {x ∈ A \W : g(x) < r} minden
r ∈ R-re. Ha r ∈ Q, akkor

Br = {x ∈ A \W : f(x) < r} = Ar \W = Vr \W,

hiszen Vr \ Ar ⊂ W . Így Br két Gδ halmaz különbsége, tehát Borel (és Gδσ).
Mivel g = 0 a A ∩W halmazon, ezért az A(g < r) halmaz egyenő Br-rel, ha
r ≤ 0, illetve Br ∪ (A ∩ W )-vel, ha r > 0. Tehát A(g < r) is Borel. Ha
c ∈ R tetszőleges, akkor A(g < c) az A(g < r) halmazok uniója, ahol r befutja
a c-nél kisebb racionális számokat. Így A(g < c) is Borel minden c-re, tehát g
Borel-mérhető.

165. Legyen először A kompakt, és f folytonos. Minden z ∈ f(A)-ra le-
gyen φ(z) a legkisebb olyan x ∈ A, amelyre f(x) = z. Megmutatjuk, hogy
B = φ(f(A)) kielégíti a feltételeket. Világos, hogy f a B halmazt kölcsönö-
sen egyértelműen f(A)-ra képezi. Csak azt kell belátnunk, hogy B mérhető. Ha
x ∈ A \ B, akkor van olyan y ∈ A, hogy y < x és f(y) = f(x). Jelöljük
Fn-nel azon x ∈ A pontok halmazát, melyekre van olyan y ∈ A, y ≤ x − 1/n,
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hogy f(y) = f(x). Könnyű belátni, hogy Fn zárt halmaz minden n-re. Mivel

B = A \
∞⋃
n=1

Fn, ezért B Borel-halmaz, tehát mérhető.

Most tekintsük az általános esetet. A 163. feladat (ii) állításából következik,

hogy vannak mérhető An ⊂ A halmazok úgy, hogy A \
∞⋃
n=1

An nullmértékű,

és f |An folytonos minden n-re. Tudjuk, hogy mindegyik An tartalmaz azonos
mértékű Fσ halmazt (lásd a 101. feladatot). Bontsuk fel ezeket az Fσ halmazokat
megszámlálhatóan sok kompakt halmaz egyesítésére. Azt kapjuk, hogy vannak

olyan K1,K2, . . . kompakt halmazok A-ban, hogy N = A\
∞⋃
n=1

Kn nullmértékű,

és f |Kn folytonos minden n-re. Így f(Kn) is kompakt minden n-re.

Legyen L =
∞⋃
n=1

f(Kn). Ekkor L ⊂ f(A), és f−1(f(A) \ L) ⊂ N . Vá-

lasszunk minden y ∈ f(A) \ L-hoz egy x ∈ N -et, amelyre f(x) = y. Ezen
x pontok egy N ′ ⊂ N halmazt alkotnak, amelyet f kölcsönösen egyértelműen
f(A) \ L-re képez. Mivel N ′ nullmértékű, ezért mérhető. Ha belátjuk, hogy van

olyan E ⊂
∞⋃
n=1

Kn mérhető halmaz, amelyet f kölcsönösen egyértelműen L-re

képez, akkor a feladat állítását beláttuk, mert ekkorN ′∪E olyan mérhető halmaz,
amelyet f kölcsönösen egyértelműen f(A)-ra képez.

Már beláttuk, hogy minden n-re van olyan En⊂Kn mérhető halmaz, melyet
f kölcsönösen egyértelműen f(Kn)-ra képez. Legyen Ln = f(Kn) \

⋃
i<n

f(Ki).

Ekkor Ln Borel-halmaz. Így f−1(Ln) ∩Kn is Borel-halmaz, hiszen f folytonos
Kn-re megszorítva. Legyen

E =
∞⋃
n=1

(En ∩ f−1(Ln)).

EkkorE olyan mérhető halmaz, melyet f kölcsönösen egyértelműen
∞⋃
n=1

f(Kn)=

L-re képez.

166. Legyen P az f függvény periódusainak halmaza. Nyilvánvaló, hogy a ∈ P
esetén n · a ∈ P minden n ∈ N+-ra. A feltétel szerint P tartalmaz akármilyen
kicsi pozitív számokat. Ebből egyszerűen következik, hogy P mindenütt sűrű
R-ben.

Legyen Ac = {x ∈ R : f(x) < c}. Ekkor x + a ∈ Ac minden x ∈ Ac és
a ∈ P esetén. A 129. feladat megoldásának gondolatmenetét alkalmazva ebből
azt kapjuk, hogy λ(Ac) = 0 vagy λ(R \ Ac) = 0. (A feladat megoldásának
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gondolatmenete minden változtatás nélkül érvényes Q helyett tetszőleges minde-
nütt sűrű halmazra is.) Az állítás a Steinhaus-tételből (127. feladat) is következik.
Ui. Ac és R \ Ac mérhető halmazok. Ha mindketten pozitív mértékűek, akkor a
Steinhaus-tétel szerint az Ac − (R \ Ac) halmaz tartalmaz szakaszt, és így tartal-
mazza f egy periódusát is. Ez azonban lehetetlen, mert ha a = x−y, ahol x ∈ Ac
és y ∈ R \Ac, akkor f(x) 6= f(y), tehát a nem lehet periódus.

Azt kaptuk tehát, hogy λ(Ac) = 0 vagy λ(R \ Ac) = 0 minden c ∈ R-re. Ez
azt jelenti, hogy az A(f < c) és A(f ≥ c) halmazok egyike nullmértékű minden
c-re.

Legyen C azon c ∈ R számok halmaza, melyekre λ(Ac) = 0. Ha C = ∅,
akkor λ(A(f ≥ c)) = 0 minden c ∈ R-re, tehát f = −∞ majdnem mindenütt.
Ez azonban lehetetlen, mert feltettük, hogy f véges értékű.

Ha C 6= ∅ és nem korlátos felülről, akkor µ(A(f < cn)) = 0 egy alkalmas
cn →∞ sorozatra. Így f =∞ majdnem mindenütt, ami szintén lehetetlen.

Tehát C 6= ∅ és felülről korlátos. Belátjuk, hogy f = d majdnem mindenütt,
ahol d = supC. Legyenek an ∈ C és bn /∈ C d-hez tartó sorozatok. Ekkor

A(f < d) ⊂
∞⋃
n=1

A(f < an) és A(f > d) ⊂
∞⋃
n=1

A(f ≥ bn) nullmértékű

halmazok, tehát λ(A(f 6= d)) = 0.

167. Be kell látni, hogy A(g ◦ f < c) ∈ A minden c-re. Ez abból következik,
hogy g Borel-mérhető, ezért a B = {y ∈ R : g(y) < c} halmaz Borel. Így a 138.
feladat állítása szerint f−1(B) ∈ A, tehát A(g ◦ f < c) = f−1(B) ∈ A.

168. Először konstruálunk egy differenciálható és szigorúan monoton f : R →
R függvényt, amely egy pozitív mértékű halmazt nullmértékűbe képez. A 103.
feladat szerint van olyan zárt F ⊂ R halmaz, amelyre intF = ∅ és λ(F ) >
0. Ekkor a dist (x, F ) függvény (az x pontnak az F halmaztól vett távolsága)

mindenütt folytonos és nemnegatív. Legyen f(x) =

∫ x

0
dist (t, F ) dt minden

x ∈ R-re. Ekkor f mindenütt differenciálható és monoton növő. Mivel F sehol
sem sűrű, ezért dist (x, F ) > 0 egy mindenütt sűrű nyílt halmazon, és ebből
egyszerűen következik, hogy f szigorúan monoton növő.

Ha x ∈ F , akkor dist (x, F ) = 0, tehát f ′(x) = dist (x, F ) = 0. Így
a 109. feladat állítása szerint f(F ) nullmértékű. Legyen E ⊂ F nem-mérhető
halmaz. (Ilyen van a 135. feladat állítása szerint.) Ekkor f(E) ⊂ f(F ), tehát
f(E) nullmértékű. Legyen g = χf(E), ekkor g nyilván Lebesgue-mérhető.

Azonban g ◦ f nem Lebesgue-mérhető, hiszen g ◦ f = χE .

169. (i) Jelölje In a Cantor-halmaz kiegészítő intervallumainak sorozatát (n =
1, 2, . . .). Világos, hogy tetszőleges g : R → R függvényre g ◦ f konstans az In
intervallumok mindegyikén. Ezért minden c ∈ R-re az Ac = {x ∈ R : g ◦f(x) <
c} halmaz előáll mint az In intervallumok közül néhány (esetleg végtelen sok)
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uniója, plusz a Cantor-halmaz egy részhalmaza. Mivel a Cantor-halmaz minden
részhalmaza Lebesgue-mérhető (mert nullmértékű), ebből következik, hogy Ac
Lebesgue-mérhető.

(ii) Az állítás nem igaz. Jelöljük C-vel a Cantor-halmazt. Az 57. feladat sze-
rint R Borel-halmazainak rendszere kontinuum számosságú. Mivel C-nek több,
mint kontinuum sok részhalmaza van, ezért van olyanH ⊂ C halmaz, amely nem
Borel. Feltehetjük, hogy H nem tartalmazza C egyetlen kiegészítő intervallumá-
nak egyetlen végpontját sem. Ugyanis ezen végpontok halmaza megszámlálható,
tehát elhagyva őket H-ból a maradék halmaz sem lehet Borel.

Legyen g = χf(H). Belátjuk, hogy g ◦ f nem Borel-mérhető. Legyen K =
{x ∈ R : g◦f(x) > 0}. Könnyen látható, hogy x ∈ K ⇐⇒ f(x) ∈ f(H) ⇐⇒
x ∈ H , mert a H-ra kirótt feltételből következik, hogy f−1(f(H)) = H . Így
K = H , tehát K nem Borel, és g ◦ f nem Borel-mérhető.

170. Tegyük fel, hogy f : R → R Borel-mérhető, és az értékkészlete megszám-
lálható. Belátjuk, hogy g ◦ f Borel-mérhető minden g : R→ R függvényre.

Legyen f értékkészlete a megszámlálhatóM halmaz. Ekkor f−1({x}) Borel-
halmaz minden x ∈M -re. Tetszőleges g függvényre a g◦f függvény konstans az
f−1({x}) halmazok mindegyikén. Így bármely c ∈ R-re az {x ∈ R : (g◦f)(x) <
c} halmaz az f−1({x}) halmazok közül néhánynak (esetleg végtelen soknak, de
mindenképpen megszámlálhatóan soknak) az uniója. Ebből következik, hogy
{x ∈ R : (g ◦ f)(x) < c} Borel-halmaz minden c-re, tehát g ◦ f Borel-mérhető.

Most belátjuk, hogy a fent megfogalmazott feltétel szükséges is. Ha g ◦ f
Borel-mérhető minden g függvényre, akkor ez a g(x) = x függvényre is igaz,
tehát f Borel-mérhető.

Jelöljük f értékkészletét Y -nal, és tegyük fel, hogy Y nem megszámlálható.
Mivel f Borel-mérhető, ezért ekkor Y kontinuum számosságú (lásd a II.7.9. Té-
telt és a II.9.2. Következményt követő megjegyzést a [6] jegyzetben). A 155.
feladat állítása szerint az R → R Borel-mérhető függvények halmaza kontinu-
um számosságú. Így ezen függvények értékkészleteinek halmaza is kontinuum
számosságú, tehát van olyan H ⊂ R halmaz, amely nem értékkészlete egyetlen
R→ R Borel-mérhető függvénynek sem. Mivel Y kontinuum számosságú, ezért
van olyan g : R → R függvény, amelyre g(Y ) = H . Ekkor a g ◦ f függvény
értékkészlete H , tehát g ◦ f nem lehet Borel-mérhető.

171. Tegyük fel, hogy f Lebesgue-mérhető, és van olyan N ⊂ R nullmértékű
halmaz úgy, hogy az f függvénynek az R \N halmazra való megszorításának az
értékkészlete megszámlálható. Az előző (170.) feladat megoldásának gondolat-
menetét alkalmazva könnyű belátni, hogy tetszőleges g : R → R függvényre a
g ◦ f függvény Lebesgue-mérhető.

Most belátjuk, hogy ez a feltétel szükséges is. Ha g ◦ f Lebesgue-mérhető
minden g függvényre, akkor ez a g(x) = x függvényre is igaz, tehát f Lebesgue-
mérhető. Belátjuk, hogy az f |R\N megszorítás értékkészlete megszámlálható egy
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alkalmas N nullmértékű halmazra. Ezt bizonyítandó feltehetjük, hogy f Borel-
mérhető. Ui. f -et egy nullmértékű halmazon megváltoztatva sem a feltétel (vagy-
is hogy g◦f Lebesgue-mérhető minden g függvényre), sem pedig az állítás (vagy-
is hogy f |R\N értékkészlete megszámlálható egy alkalmas N nullmértékű hal-
mazra) nem változik. Mivel f Lebesgue-mérhető, ezért a 164. feladat szerint egy
alkalmas nullmértékű halmazon megváltoztathatjuk úgy, hogy Borel-mérhető le-
gyen.

Legyen tehát f Borel-mérhető függvény, amelyre teljesül, hogy g◦f Lebesgue-
mérhető minden g függvényre. Tegyük fel, hogy f |R\N értékkészlete nem meg-
számlálható tetszőleges N nullmértékű halmazra. Ezt feltéve konstruálunk egy
g : R→ R függvényt, amelyre a g ◦ f függvény nem Lebesgue-mérhető, ellentét-
ben a feltevéssel.

A 155. feladat állítása szerint az R → R Borel-mérhető függvények halma-
za kontinuum számosságú. Így ezen függvények értékkészleteinek E halmaza is
kontinuum számosságú. Nyilvánvaló, hogy ha ∅ 6= A ⊂ R Borel és h : A → R
Borel-mérhető, akkor h(A) ∈ E , hiszen h-t kiterjeszthetjük R-re Borel-mérhető
függvényként úgy, hogy az értékkészlete ne változzon (legyen h(x) = c minden
x ∈ R \A-ra, ahol c ∈ h(A)).

Tekintsük azon (N,H) párok halmazát, amelyekre N egy nullmértékű Borel-
halmaz ésH ∈ E . Ezen párok halmaza kontinuum számosságú. Legyen (Nα, Hα)
(α < κ) ezen párok egy transzfinit felsorolása, ahol κ a legkisebb kontinuum
számosságú rendszám. A g függvényt úgy fogjuk megkonstruálni, hogy minden
α < κ-ra

(g ◦ f)(R \Nα) 6= Hα (42)

teljesüljön. Ez biztosítani fogja, hogy g ◦ f nem Lebesgue-mérhető. Ha ugyan-
is g ◦ f Lebesgue-mérhető lenne, akkor a 164. feladat szerint volna olyan N
nullmértékű Borel-halmaz, amelyre (g ◦ f)|R\N Borel-mérhető, és így a H =
(g ◦ f)(R \N) halmazra H ∈ E teljesülne. Azonban (N,H) = (Nα, Hα) vala-
mely α-ra, és ez ellentmond (42)-nek.

Legyen x0 ∈ R \ N0 és y0 ∈ R \ {0} tetszőleges. Legyen g(f(x0)) = y0,
ha y0 /∈ H0, és g(f(x0)) = y0 + 1, ha y0 ∈ H0. Legyen α < κ, és tegyük
fel, hogy az xβ és yβ számokat már definiáltuk minden β < α-ra. A feltétel
szerint f(R\Nα) nem megszámlálható. Ezért f(R\Nα) kontinuum számosságú,
mert f(R \Nα) ∈ E , és E minden eleme vagy megszámlálható, vagy kontinuum
számosságú. (Lásd a II.7.9. Tételt és a II.9.2. Következményt követő megjegyzést
a [6] jegyzetben.) Így választhatunk egy olyan xα ∈ R \ Nα pontot, amelyre
f(xα) 6= f(xβ) minden β < α-ra. Legyen

yα ∈ R \ ({yβ + k : β < α, k ∈ Z} ∪ {0})

tetszőleges, és legyen g(f(xα)) = yα, ha yα /∈ Hα, és g(f(xα)) = yα + 1, ha
yα ∈ Hα.
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Az eljárást folytatva definiáljuk az xα, yα, g(f(xα)) számokat minden α < κ-
ra. Definiáljuk g-t nullának az R \ {f(xα) : α < κ} halmaz minden pontjában.
Ezzel a g függvényt mindenütt definiáltuk.

Belátjuk, hogy (42) teljesül minden α-ra. Valóban, a konstrukcióból világos,
hogy ha yα ∈ Hα, akkor g ◦ f sehol sem veszi fel az yα értéket, ha viszont
yα /∈ Hα, akkor g(f(xα)) = yα. Ebből (42) nyilvánvaló.

172. Világos, hogy ha f konstans, akkor f◦g is konstans, tehát Lebesgue-mérhető
minden g : R→ R függvényre.

Most tegyük fel, hogy f : R → R nem konstans. Legyen f(a) 6= f(b) va-
lamely a, b ∈ R-re, és legyen H ⊂ R egy tetszőleges nem Lebesgue-mérhető
halmaz. Ha g(x) = a, ha x ∈ H és g(x) = b, ha x /∈ H , akkor f ◦ g nem
Lebesgue-mérhető, mert {x ∈ R : (f ◦ g)(x) = f(a)} = H .

173. A megoldás során jelentse a mérhető szó a Borel-mérhető, ill. a Lebesgue-
mérhető kifejezések bármelyikét (de végig ugyanazt).

(i) Jelöljük A+-szal azon x ∈ A pontok halmazát, amelyek jobb oldali torlódási
pontjai A-nak. Ekkor D+f értelmezési tartománya A+. Mivel A \A+ megszám-
lálható, ezért A+ mérhető, ha A mérhető.

Rögzítsünk egy c valós számot. Belátjuk, hogy A+(D+f ≤ c) mérhető, ha A
mérhető.

Legyen An,k azon x ∈ A+ pontok halmaza, melyekre f(y) − f(x) ≤
(c+ (1/k)) · (y−x) minden x<y<x+1/n, y∈A pontra. Ekkor A+(D+ ≤ c) =
∞⋂
k=1

∞⋃
n=1

An,k. Így elég belátni, hogy An,k mérhető, ha A mérhető.

Ez abból következik, hogy An,k relatíve zárt A+-ban, azaz xi ∈ An,k, xi →
x ∈ A+ esetén x ∈ An,k. Valóban, legyen x < y < x + 1/n és y ∈ A.
Ekkor xi < y < xi + 1/n minden elég nagy i-re. Mivel xi ∈ An,k, ezért
f(y)− f(xi) ≤ (c+ (1/k)) · (y − xi) minden elég nagy i-re. Mármost a feltétel
szerint f folytonos A-n, ezért

f(y)−f(x)= lim
i→∞

(f(y)−f(xi))≤ lim
i→∞

(c+(1/k))·(y−xi)=(c+(1/k))·(y−x).

Ezzel tulajdonképpen azt láttuk be, hogy An,k = A ∩ clAn,k. Így An,k az A+

halmaznak egy zárt halmazzal való metszete. Ebből világos, hogy An,k mérhető,
ha A mérhető.

A többi Dini-derivált mérhetősége ugyanígy bizonyítható. Ezzel (i)-et belát-
tuk.

(ii) Jelöljük A1-gyel azon x ∈ A pontok halmazát, amelyek torlódási pontjai A-
nak, és amelyekben a véges f ′(x) = lim

y→x, y∈A
(f(y) − f(x))/(y − x) hatérérték

létezik. Azt kell belátni, hogy ha A mérhető, akkor A1 is mérhető, és f ′ mérhető
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A1-en. Világos, hogy f folytonos A1-re megszorítva, tehát A1 ⊂ Cf . A 46.
feladat (ii) állítása szerint ha A mérhető, akkor ugyanez igaz Cf -re is.

Jelöljük C ′f -vel a Cf halmaz kétoldali torlódási pontjainak halmazát. Tudjuk,
hogy Cf \C ′f megszámlálható (l. a 38. oldalt). A már bizonyított (i) állítás szerint
f Dini-deriváltjai mérhetőek a C ′f halmazon. Így az

A2 = {x ∈ C ′f : D+f(x) = D+f(x) = D−f(x) = D−f(x) ∈ R}

halmaz szintén mérhető. Mármost A1 csak egy megszámlálható halmazzal bő-
vebb A2-nél, ezért A1 is mérhető.

174. Mivel f+(x) = c+n és f−(x) = c−n minden n-re, ezért könnyen láthatóan∫
A
f+ dµ =

∞∑
n=1

c+nµ(An) és
∫
A
f− dµ =

∞∑
n=1

c−nµ(An). Így az
∫
A
f dµ integrál

akkor és csak akkor létezik, ha
∞∑
n=1

c+nµ(An) és
∞∑
n=1

c−nµ(An) legalább egyike

véges, és az integál értéke akkor és csak akkor véges, ha mindkét összeg véges,

azaz ha
∞∑
n=1

cnµ(An) abszolút konvergens.

175. Nyilvánvaló, hogy f =
∞∑
n=1

χAn . Ezért a nemnegatív tagú sorok tagonkénti

integrálhatósága szerint∫
X
f dµ =

∞∑
n=1

∫
X
χAn dµ =

∞∑
i=1

µ(Ai).

176. Legyen ai = µ(Ai) és ai,j = µ(Ai ∩Aj). Nyilvánvaló, hogy
∫
X
χAi dµ =

ai és
∫
X
χAiχAj dµ = ai,j minden 1 ≤ i, j ≤ n-re. Legyen f =

n∑
i=1

χAi . Ekkor

∫
X
f2 dµ =

∫
X

 n∑
i=1

χAi + 2 ·
∑
i<j

χAi∩Aj

 dµ =
n∑
i=1

ai + 2 ·
∑
i<j

ai,j .

A Cauchy–Schwarz-egyenlőtlenség szerint

∫
X
f dµ ≤

√∫
X
f2 dµ ·

√∫
X

1 dµ =

√∫
X
f2 dµ,
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azaz
∫
X
f2 dµ ≥

(∫
X
f dµ

)2

. Ezt a fentiekkel összevetve azt kapjuk, hogy

n∑
i=1

ai + 2 ·
∑
i<j

ai,j ≥

(
n∑
i=1

ai

)2

=
n∑
i=1

a2i + 2 ·
∑
i<j

aiaj ,

azaz ∑
i<j

ai,j ≥
∑
i<j

aiaj − b, (43)

ahol b =
1

2

n∑
i=1

(ai − a2i ). Az 1 ≤ i < j ≤ n párok száma n(n − 1)/2, ezért

(43)-ból következik, hogy legalább egy i < j párra ai,j ≥ aiaj− b
n(n−1)/2 . Mivel

x − x2 ≤ 1/4 minden x ∈ [0, 1]-re, ezért b ≤ n/8, b
n(n−1)/2 ≤

1
4(n−1) , tehát

legalább egy i < j párra ai,j ≥ aiaj − 1/(4(n− 1)).

177. A megoldási ötletben láttuk, hogy olyan példát kell konstruálnunk, amely-
ben [0, 1] (majdnem) minden pontja a halmazok közül pontosan n/2-nek eleme.
Ebből máris adódik, hogy n páros szám kell, hogy legyen; páratlan n-re ilyen
példa nincs (mert akkor (16)-ban nem állhat egyenlőség).

Legyen n páros. A megkonstruálandó halmazok [0, 1]-et 2n diszjunkt részre
osztják. Ezek az Aε11 ∩ . . . ∩ A

εn
n halmazok, ahol εi = ±1 minden i-re, ahol

A1
i = Ai és A−1i = [0, 1] \ Ai. Mivel minden pont a halmazok közül pontosan

n/2-nek eleme, ezért csak azok azAε11 ∩. . .∩A
εn
n lesznek nem-üresek, amelyekre

az εi-k között pontosan n/2 egyenlő 1-gyel. Ezek száma
(
n

n/2

)
. Ezért kézenfek-

vő, hogy [0, 1]-et osszuk fel
(
n

n/2

)
egyenlő részintervallumra, és a részeket fe-

leltessük meg azoknak az n hosszúságú ±1-sorozatoknak, amelyekben pontosan
n/2 tag egyenlő 1-gyel. Legyen minden i = 1, . . . , n-re Ai azon részek uniója,
amelyekre teljesül, hogy a résznek megfeleltetett n hosszúságú ±1-sorozatnak az
i-edik tagja 1.

Belátjuk, hogy ez a rendszer kielégíti a feltételeket. Az Ai halmaz
(

n−1
(n/2)−1

)
db

1/
(
n
n/2

)
hosszúságú intervallum uniója. Így Ai mértéke

(
n−1

(n/2)−1
)
/
(
n
n/2

)
= 1/2

minden i-re. Ha i 6= j, akkor Ai ∩Aj azoknak a részintervallumoknak az uniója,
amelyekre teljesül, hogy a megfelelő n hosszúságú ±1-sorozatnak az i-edik és a
j-edik tagja is 1. Így Ai ∩Aj mértéke(

n−2
(n/2)−2

)(
n
n/2

) =
1

4
− 1

4(n− 1)
.

178. Legyen k > 1/(4ε1). A 176. feladat állítása szerint az An halmazok kö-
zül bármely k között van kettő, amelyek metszetének a mértéke nagyobb, mint
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c2 − ε1. A Ramsey-tétel szerint ebből következik, hogy az An halmazok kö-
zül kiválaszthatunk végtelen sokat úgy, hogy a kiválasztott halmazok közül bár-
mely kettő metszetének a mértéke nagyobb, mint c2 − ε1. Legyenek ezek az
An1 , An2 , . . . halmazok, ahol n1 < n2 < . . .. Az okoskodást megismételve az
An1 , An2 , . . . halmazok sorozatára, egy olyan részsorozatot kapunk, amelyek kö-
zül bármely kettő metszetének a mértéke nagyobb, mint c2 − min(ε1, ε2). Le-
gyenek ezek az Am1 , Am2 , . . . halmazok, ahol m1 < m2 < . . . az (n1, n2, . . .)
sorozat részsorozata. Ezekre megismételve az okoskodást kapjuk az Ap1 , Ap2 , . . .
halmazokat, és így tovább. Ekkor az An1 , Am1 , Ap1 , . . . sorozat nyilvánvalóan
kielégíti a követelményeket.

179. Tegyük fel (i)-et. A feltételt az azonosan 1 függvényre alkalmazva azt kap-
juk, hogy µ(R) = 1. Ha A ∈ A felülről korlátos, akkor lim

x→∞
χA = 0. Így a

feltétel szerint
∫
R
χA dµ = 0, tehát µ(A) = 0. Tehát ekkor (ii) igaz.

Most tegyük fel (ii)-t. Legyen f : R → R mérhető függvény, amelyre
lim
x→∞

f = c ∈ R. Ekkor minden n ≥ 1-re az {x : |f(x) − c| ≥ 1/n} felülről

korlátos, tehát a feltétel szerint µ({x : |f(x)− c| ≥ 1/n}) = 0. Mivel ez minden
n-re igaz, ebből következik, hogy µ({x : f(x) 6= c}) = 0, azaz f = c µ-m.m. Így

a µ(R) = 1 feltétel alkalmazásával kapjuk, hogy
∫
R
f dµ = lim

x→∞
f . Ezzel (i)-et

beláttuk.

180. Két megoldást adunk. 1. Legyen g =
∞∑
n=1

|fn − f |. A nemnegatív tagú

sorok tagonkénti integrálhatósága szerint∫
A
g dµ =

∞∑
n=1

∫
A
|fn − f | dµ <

∞∑
n=1

1/n2 <∞.

Így g integrálható, tehát véges µ-m.m. Ha egy x pontban g véges, akkor a g-t
definiáló sor konvergens, tehát a tagjai nullához tartanak. Ezért minden ilyen
pontban fn(x)− f(x)→ 0.

2. Legyen An = A(|fn − f | > 1/
√
n). Ekkor az

∫
A
|fn − f | dµ < 1/n2

feltételből adódóan µ(An) < 1/n3/2. Mivel
∞∑
n=1

1/n3/2 < ∞, ezért a Borel–

Cantelli-lemma első állítása szerint (64. feladat) µ-m.m. x ponthoz van olyan n0,
hogy n ≥ n0 esetén x /∈ An, azaz |fn(x)−f(x)| ≤ 1/

√
n. Világos, hogy minden

ilyen pontban fn(x)→ f(x).

181. Tegyük fel először, hogy a = 0. Ekkor
∫
X
fifj dµ = 0 minden i 6= j-re.

Legyen |fn| ≤ K minden n-re. Legyen gn = (f1 + . . .+ fn)/n. Be kell látnunk,
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hogy gn → 0 µ-m.m. Mivel∫
X
g2n dµ =

∫
X

∑n
i=1 f

2
i + 2 ·

∑
1≤i<j≤n fifj

n2
dµ =

∫
X

∑n
i=1 f

2
i

n2
dµ ≤ K2

n

minden n-re, ezért a 180. feladat (kissé módosított) állítása szerint g2n2 → 0, azaz
gn2 → 0 µ-m.m.

Megmutatjuk, hogy ha egy x pontban gn2(x) → 0, akkor gn(x) → 0. Való-
ban, ha n2 ≤ k < (n+ 1)2, akkor

gk − gn2 =
f1 + . . .+ fk

k
− f1 + . . .+ fn2

n2
=

=
(n2 − k) · (f1 + . . .+ fn2) + n2 · (fn2+1 + . . .+ fk)

n2k
.

Mivel 0 ≤ k − n2 ≤ 2n és |fi| ≤ K minden i-re, ezért

|gk − gn2 | ≤
2n · n2 ·K

n2k
+
n2 · 2n ·K

n2k
≤ 2K

n
+

2K

n
=

4K

n
.

Ebből nyilvánvaló, hogy ha lim
n→∞

gn2(x) = 0, akkor lim
k→∞

gk(x) = 0. Így gk → 0

µ-m.m., amivel az a = 0 esetet elintéztük.
Ha a ∈ [0, 1] tetszőleges, akkor a hn = fn − a függvényekre teljesül |hn| ≤

K + a,
∫
X
hn dµ = 0 és

∫
X
hnhm dµ = 0 minden n 6= m-re. Az utóbbi azért

igaz, mert∫
X
hnhm dµ =

∫
X

(fn − a)(fm − a) dµ =

=

∫
X
fnfm dµ− a ·

∫
X
fm dµ− a ·

∫
X
fn dµ+ a2 =

= a2 − a2 − a2 + a2 = 0.

Így a már bizonyított állítás szerint (h1+. . .+hn)/n→ 0 µ-m.m., amiből azonnal
adódik, hogy (f1 + . . .+ fn)/n→ a µ-m.m.

182. Legyen fn = χAn minden n-re. Ekkor
∫
X
fn dµ = µ(An) = a és∫

X
fnfm dµ = µ(An ∩ Am) = a2 minden n 6= m-re. Mivel az fn függvé-

nyek közös korlát alatt vannak X-en, ezért az előző (181.) feladat állítása szerint
lim
n→∞

(f1(x) + . . . + fn(x))/n = a µ-m.m. x ∈ X-re. Könnyen látható, hogy

f1(x) + . . .+ fn(x) = An(x), és így An(x)/n→ a µ-m.m. x-re.

183. JelöljeHn azon x ∈ [0, 1] számok halmazát, amelyek q alapú számrendszer-
beli felírásában az n-edik jegy s. Könnyű ellenőrizni, hogy Hn-et úgy kaphatjuk
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Megoldások 183

meg, hogy a [0, 1] intervallumot qn−1 egyenlő részre osztjuk, és az osztóinterval-
lumok mindegyikéből kiválasztjuk egy alkalmas q-ad részét. Így λ(Hn) = 1/q
minden n-re. Ha n < m, akkor a Hn ∩ Hm halmazt úgy kaphatjuk meg, hogy
a Hn halmazt alkotó 1/qn hosszúságú intervallumok mindegyikéből kiválasztjuk
egy alkalmas q-ad részét. Így λ(Hn∩Hm) = qn−1/qn+1 = 1/q2 minden n 6= m-
re. Ezért az előző (182.) feladat állítása szerint, ha megszámoljuk, hogy az x pont
a H1, . . . ,Hn halmazok közül hánynak eleme, akkor a kapott An(X) számra tel-
jesül, hogy An(x)/n → 1/q m.m. x-re. Mivel nyilvánvalóan An(x) = Bn(x),
ezzel a feladatot megoldottuk.

184. Legyen fn = χAn minden n-re. Azt kell belátni, hogy
∞∑
n=1

fn(x) = ∞

µ-m.m. x ∈ X-re.
Legyen an = µ(An) és sn = a1 + . . .+ an minden n-re. Belátjuk, hogy∫

X
(f1 + . . .+ fn − sn)2 dµ = sn −

n∑
i=1

a2i . (44)

Valóban, f2i = fi és
∫
X
fi dµ = ai minden i-re, továbbá

∫
X
fifj dµ = µ(Ai ∩Aj) = µ(Ai) · µ(Aj)

minden i 6= j-re, tehát (44) bal oldala

n∑
i=1

ai + 2
∑

1≤i<j≤n
aiaj + s2n − 2

n∑
i=1

aisn =

= sn +

(
n∑
i=1

ai

)2

−
n∑
i=1

a2i + s2n − 2s2n = sn −
n∑
i=1

a2i .

Legyen Bn = X(|f1 + . . .+ fn − sn| > sn/2). Ekkor (44) alapján

sn >

∫
Bn

(f1 + . . .+ fn − sn)2 dµ ≥ 1

4
s2n · µ(Bn),

tehát µ(Bn) < 4/sn. A feltétel szerint
∞∑
i=1

ai = ∞, azaz sn → ∞. Legyenek

n1 < n2 < . . . olyan indexek, melyekre snk > k2. Ekkor
∞∑
k=1

4/snk < ∞,

tehát
∞∑
k=1

µ(Bnk) < ∞. Így a Borel–Cantelli-lemma első állítása szerint (64.
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feladat) µ-m.m. x ∈ X-re x /∈ Bn teljesül végtelen sok n-re. Minden ilyen
pontban f1(x) + . . . + fn(x) ≥ sn/2, amivel beláttuk, hogy µ-m.m. x ∈ X-re
f1(x) + . . . + fn(x) ≥ sn/2 teljesül végtelen sok n-re. Így µ-m.m. x ∈ X-re
∞∑
n=1

fn(x) =∞, és ezt kellett belátni.

185. Legyen Bn = X \ An minden n-re. Ekkor µ(Bi ∩ Bj) = µ(Bi) · µ(Bj)
teljesül minden i 6= j-re. Valóban,

µ(Ai ∩Bj) = µ(Ai \Aj) = µ(Ai)− µ(Ai ∩Aj) =

= µ(Ai)− µ(Ai) · µ(Aj) = µ(Ai) · µ(Bj)

és

µ(Bi ∩Bj) = µ(Bj \Ai) = µ(Bj)− µ(Bj ∩Ai) =

= µ(Bj)− µ(Ai) · µ(Bj) = µ(Bj) · µ(Bi).

Így a Borel–Cantelli-lemma szerint (64. és 184. feladatok) µ
(

lim sup
n→∞

Bn

)
érté-

ke 0 vagy 1 aszerint, hogy
∞∑
n=1

µ(Bn) <∞ vagy
∞∑
n=1

µ(Bn) =∞.

Mivel lim inf
n→∞

An = X \ lim sup
n→∞

Bn, ezért µ
(

lim inf
n→∞

An

)
értéke 0 vagy 1

aszerint, hogy
∞∑
n=1

(1− µ(An)) =∞ vagy
∞∑
n=1

(1− µ(An)) <∞.

186. Legyen Ak = {x ∈ [0, 1] : f(x) = k} (k = 1, 2, . . .). Egy x ∈ [0, 1] szám
akkor és csak akkor eleme Ak-nak, ha x első k − 1 tizedesjegye között nincs 1-
es, és a k-adik tizedesjegye 1-es. Az 50. feladat megoldásának gondolatemenete
szerint Ak véges sok nyílt szakasz és véges sok pont uniója. Azon k hosszúságú
sorozatok száma, amelyekben az első k − 1 tag mindegyike a 0, 2, . . . , 9 jegyek
valamelyike, a k-adik tag pedig 1, egyenlő 9k−1-gyel. Így λ(Ak) = 9k−1/10k.
Ebből ∫ 1

0
f dλ =

∞∑
k=1

k · 9k−1

10k
=

1

10
·
∞∑
k=1

k · (9/10)k−1.

Az utóbbi összeget a következőképpen határozhatjuk meg. Ismeretes, hogy
∞∑
k=0

xk = 1/(1− x) minden x ∈ (−1, 1)-re. A hatványsor tagonként derivál-

ható (0, 1)-ben, tehát
∞∑
k=1

k · xk−1 = 1/(1 − x)2 minden x ∈ (−1, 1)-re. Így

∞∑
k=1

k · (9/10)k−1 = 100, és
∫ 1

0
f dλ = 10.
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187. Jelöljük fn(x)-szel az x ∈ [0, 1] szám tizedestört alakjának n-edik tize-
desjegyét. Ekkor fn lépcsősfüggvény, amely konstans az [(i − 1)/10n, i/10n]
intervallum belsejében minden i = 1, . . . , 10n-re. Könnyen látható, hogy fn ezen
intervallumok egytizedében veszi fel a 0, . . . , 9 értékek mindegyikét. Így∫ 1

0
fn dλ = 10−1 · (1 + . . .+ 9) = 45/10.

Nyilvánvaló, hogy a feladatban megadott függvény
∞∑
n=1

fin ·10−n. Így f Lebesgue-

mérhető, és a nemnegatív tagú sorok tagonkénti integrálhatósága szerint∫ 1

0
f dλ =

∞∑
n=1

∫ 1

0
10−nfin dλ =

∞∑
n=1

45

10n+1
=

45

10
· 1

9
=

1

2
.

188. Jelöljük fn(x)-szel az x ∈ [0, 1] szám tizedestört alakjának n-edik tizedesje-

gyét. Amint azt az előző (187.) feladat megoldásában láttuk,
∫ 1

0
fn dλ = 45/10.

Ebből nyilvánvaló, hogy
∫
[0,1]×[0,1]

fn(x) dλ2 = 45/10. A feladatban megadott

függvény

f(x, y) =
f1(x)

10
+
f1(y)

102
+
f2(x)

103
+
f2(y)

104
+ . . . .

Így f Lebesgue-mérhető, és a nemnegatív tagú sorok tagonkénti integrálhatósága
szerint ∫

[0,1]×[0,1]
f dλ2 =

45

10
·
∞∑
n=1

10−n =
1

2
.

189. Jelöljük gn(x)-szel az x ∈ [0, 1] szám kettes számrendszerbeli alakjának
n-edik jegyét. Ekkor f lépcsősfüggvény, amely konstans az [(i − 1)/2n, i/2n]
intervallum belsejében minden i = 1, . . . , 10n-re, és f ezen intervallumok felében

0-t vesz fel, a többi intervallumban pedig 1-et. Így
∫ 1

0
gn dλ = 1/2. Nyilvánvaló,

hogy a feladatban megadott függvény
∞∑
n=1

gn · 10−n. Így a nemnegatív tagú sorok

tagonkénti integrálhatósága szerint∫ 1

0
f dλ =

∞∑
n=1

∫ 1

0
10−ngn dλ =

∞∑
n=1

1

2 · 10n+1
=

1

18
.
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190. Tegyük fel először, hogy f korlátos, és legyen |f | ≤ K, aholK > 0. A 160.
feladat állítása szerint van olyan g : [a, b] → R lépcsősfüggvény, hogy λ(A) <
ε/4K, ahol A = {x ∈ [a, b] : |f(x) − g(x)| > ε/2(b − a)}. Feltehetjük, hogy
|g| ≤ K, mert különben helyettesítjük g-t a min(max(g,−K),K) függvénnyel.
Ekkor ∫ b

a
|f − g| dλ =

∫
A
|f − g| dλ+

∫
[a,b]\A

|f − g| dλ ≤

≤ 2K · λ(A) +
ε

2(b− a)
· λ([a, b] \A) < ε.

Most legyen f : [a, b] → R tetszőleges Lebesgue-integrálható függvény.
Legyen fn(x) = f(x), ha |f(x)| ≤ n, és legyen fn(x) = 0 egyébként. Ekkor
|f − fn| ≤ f és |f − fn| → 0 pontonként. Így a nagy Lebesgue-tétel sze-

rint
∫ b

a
|f − fn|dλ → 0. Adott ε > 0-hoz válasszunk egy olyan n-et, hogy∫ b

a
|f −fn|dλ < ε/2 teljesüljön. Mivel fn korlátos, ezért van olyan g lépcsős-

függvény, amelyre
∫ b

a
|fn − g|dλ < ε/2. Ekkor

∫ b

a
|f − g|dλ < ε, amivel az

állítást beláttuk.

191. Legyen először f : Rp → R olyan korlátos mérhető függvény, amely eltű-
nik a B(0, r) gömbön kívül. Legyen |f | ≤ K. Az 162. feladat állítása szerint
van olyan h : Rp → R folytonos függvény, hogy λ(C) < ε, ahol C = {x ∈
B(0, r) : |f(x)− h(x)| > ε}. Nyilván feltehetjük, hogy |h| ≤ K. Ekkor∫

B(0,r)
|f − h| dλ =

∫
C
|f − h| dλ+

∫
B(0,r)\C

|f − h| dλ <

< 2K · λ(C) + λ(B(0, r)) · ε = M · ε,

ahol M = 2K + λ(B(0, r)). Legyen g : Rp → R olyan folytonos függvény,
amely egyenlő h-val a B(0, r) gömbön, egyenlő nullával a B(0, r + ε) gömbön
kívül, és |g| ≤ K mindenütt. Az A = B(0, r + ε) \ B(0, r) halmaz mértéke
kisebb, mint R · ε, ahol R csak p-től és r-től függ. Ezért∫

A
|f − g| dλ ≤ 2K ·R · ε,

amiből
∫
Rp
|f − g| dλ ≤ L · ε, ahol L nem függ ε-tól. Mivel ε tetszőleges volt,

ezzel az állítást ebben a speciális esetben beláttuk.
Végül legyen f : Rp → R tetszőleges Lebesgue-integrálható függvény. Le-

gyen fn(x) = f(x), ha |x| ≤ n és |f(x)| ≤ n, és legyen fn(x) = 0 egyébkent.
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Ekkor |f − fn| ≤ f , és |f − fn| → 0 pontonként. Így a nagy Lebesgue-tétel

szerint
∫
Rp
|f − fn|dλ → 0. Adott ε > 0-hoz válasszunk egy olyan n-et, hogy∫

Rp
|f − fn|dλ < ε teljesüljön. Mivel fn korlátos és eltűnik B(0, n)-en kívül,

ezért van olyan g folytonos függvény, hogy
∫
Rp
|fn − g| dλ < ε. Ekkor∫

Rp
|f − g| dλ ≤

∫
Rp
|f − fn| dλ+

∫
Rp
|fn − g| dλ < 2ε.

192. Legyen ε > 0 adott, és legyen g : [a, b] → R olyan lépcsősfüggvény,

amelyre
∫ b

a
|f − g| dλ < ε. (Ilyen g létezését állítja a 190. feladat.) Ekkor a

G(x) =

∫ x

a
g dλ függvény folytonos [a, b]-n, és |F (x) − G(x)| < ε minden

x ∈ [a, b]-re. Ez azt jelenti, hogy F egyenletesen megközelíthető folytonos függ-
vényekkel, tehát maga is folytonos.

193. Legyen
∫ b

a
f dx = I . Tudjuk, hogy minden ε > 0-hoz van olyan F : a =

x0 < . . . < xn = b felosztás, hogy SF −I < ε. Itt SF =

n∑
i=1

Mi(xi−xi−1), ahol

Mi = sup
[xi−1,xi]

f . Legyen g(x) = Mi, ha x ∈ [xi−1, xi) (i = 1, . . . , n), és legyen

g(b) = f(b). Ekkor s lépcsősfüggvény, f ≤ g, és
∫ b

a
(g − f) dx = SF − I < ε.

Vannak tehát olyan gn lépcsősfüggvények, melyekre
∫ b

a
|gn − f | dx < 1/n2

(n = 1, 2, . . .). A 180. feladat szerint ekkor gn → f m.m. [a, b]-n, és így f
Lebesgue-mérhető. Mivel korlátos is, ezért Lebesgue-integrálható, és∫ b

a
f dλ =

∫ b

a
f dλ = lim

n→∞

∫ b

a
gn dλ = lim

n→∞

∫ b

a
gn dx =

∫ b

a
f dx.

194. Legyen g : [a, b] → R monoton és f : [a, b] → R Lebesgue-integrálható.
Tudjuk, hogy minden n-re van olyan fn : [a, b] → R folytonos függvény, hogy∫ b

a
|f − fn| dλ < 1/n. Legyen a ≤ cn ≤ b olyan, hogy

∫ b

a
fn · g dλ = g(a) ·

∫ cn

a
fn dλ+ g(b) ·

∫ b

cn

fn dλ. (45)

Egy részsorozat kiválasztása után feltehető, hogy a cn sorozat konvergens. Legyen
cn → c. Belátjuk (7)-et. Ehhez elég megmutatni, hogy n → ∞ esetén (45) bal
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oldala tart (7) bal oldalához, (45) jobb oldala pedig tart (7) jobb oldalához. Az első

állítás nyilvánvaló fn választása alapján. Most megmutatjuk, hogy
∫ cn

a
fn dλ→∫ c

a
f dλ. Ez abból következik, hogy

∣∣∣∣∫ cn

a
fn dλ−

∫ c

a
f dλ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ cn

a
fn dλ−

∫ cn

a
f dλ

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ cn

a
f dλ−

∫ c

a
f dλ

∣∣∣∣ .
Mármost

∫ cn

a
fn dλ→

∫ cn

a
f dλ nyilvánvaló fn választása alapján,

∫ cn

a
f dλ→∫ c

a
f dλ pedig a 192. feladat állítása. Ezzel beláttuk, hogy

∫ cn

a
fn dλ→

∫ c

a
f dλ.

Hasonlóan látható, hogy
∫ b

cn

fn dλ→
∫ b

c
f dλ. Így (45) jobb oldala tart (7) jobb

oldalához, amivel (7)-et beláttuk.

195. A 156. feladat megoldásában láttuk, hogy

A =
⋂

r∈Q, r≥0
(([a, b] \Ar)× R) ∪ ([a, b]× [0, r])) ,

ahol Ar = {x ∈ [a, b] : f(x) ≤ r}. Ha f Lebesgue-mérhető, akkor az Ar,
([a, b] \Ar)× R, [a, b]× [0, r] halmazok mindegyike Lebesgue-mérhető minden
r-re, tehát ugyanez igaz A-ra is.

Most tegyük fel, hogy A Lebesgue-mérhető. Ekkor a χA függvénynek létezik
az integrálja R2-en. Tetszőleges x ∈ [a, b]-re∫

R
(χA)x dλ = λ({y ∈ R : (x, y) ∈ A}) = λ([0, f(x)]) = f(x).

A Fubini-tétel szerint az x 7→
∫
R

(χA)x dλ függvénynek létezik a Lebesgue-

integrálja R-en. Így ez a függvény Lebesgue-mérhető R-en. Mivel ennek a függ-
vénynek az [a, b] intervallumra való megszorítása f , ezért f Lebesgue-mérhető
[a, b]-n.

196. Legyen F ⊂ [a, b] sehol sem sűrű, zárt és pozitív Lebesgue-mértékű hal-
maz (lásd a 103. feladatot). Ekkor χF Borel-mérhető, tehát Lebesgue-mérhető és
korlátos. A χF függvény egy [a, b]-ben sűrű halmazon (nevezetesen az [a, b] \ F
halmazon) nulla értéket vesz fel. Ez igaz akkor is, ha χF -t egy tetszőleges null-
mértékű halmazon megváltoztatjuk, ugyanis az [a, b] \ F halmaz [a, b] minden
részintervallumában pozitív mértékű. Tehát ha f = χF m.m., akkor f alsó in-
tegrálja nulla. Ha f Riemann-integrálható lenne, akkor az integrálja nulla lenne.
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Ekkor a Lebesgue-integrálja is nulla lenne a 193. feladat szerint, holott
∫ b

a
f dλ =∫ b

a
χF dλ = λ(F ) > 0.

197. Legyen In a [0, 1] intervallum racionális végpontú részintervallumainak egy
sorozatba rendezése. Minden n-re válasszunk ki egy Jn ⊂ In részintervallumot,
amelyre |Jn| < 1/n2. Ekkor a Borel–Cantelli-lemma első állítása szerint (64.
feladat) m.m. x ∈ [0, 1] pont csak véges sok Jn-nek eleme.

Legyen fn = |Jn|−1 · χJn minden n-re. Ekkor fn nemnegatív és Lebesgue-

mérhető függvény [0, 1]-en, amelyre
∫
In

fn dλ = 1. Az f =

∞∑
n=1

fn függvény

szintén nemnegatív, Lebesgue-mérhető, és
∫ b

a
f dλ =∞minden 0 ≤ a < b ≤ 1-

re. Ugyanis minden 0 ≤ a < b ≤ 1-re végtelen sok In intervallum része [a, b]-

nek, tehát a nemnegatív tagú sorok tagonkénti integrálhatósága szerint
∫ b

a
f dλ =

∞∑
n=1

∫ b

a
fn dλ =∞, hiszen a végtelen sorban végtelen sok tag 1-gyel egyenlő.

Mivel m.m. x ∈ [0, 1] pont csak véges sok Jn-nek eleme, ezért m.m. x pontra

az
∞∑
n=1

fn(x) végtelen sorban csak véges sok pozitív tag van. Így f m.m. pontban

véges. Azokban a pontokban, ahol f = ∞, változtassuk az f függvény érté-
két nullára. Ezzel egy mindenütt véges értékű függvényt kaptunk, amelynek az
integrálja továbbra is végtelen minden intervallumban, hiszen f -et csak egy null-
mértékű halmazon változtattuk meg.

198. Rögzítsünk egy a < cn < b, cn → b sorozatot, és legyen fn(x) = f(x), ha
a ≤ x ≤ cn, és legyen fn(x) = 0, ha cn < x ≤ b. A 193. feladat szerint∫ b

a
fn dλ =

∫ b

a
fn dx (46)

minden n-re. Ha f ≥ 0, akkor a monotonkonvergencia-tétel szerint (46) bal oldala

tart
∫ b

a
f dλ-hoz, míg a jobb oldal tart az

∫ b

a
fn dx improprius integrálhoz. Ezzel

(i)-et beláttuk.
Tegyük fel, hogy f Lebesgue-integrálható [a, b]-n. Ekkor |f | is Lebesgue-

integrálható [a, b]-n, tehát a monotonkonvergencia-tétel szerint
∫ cn

a
|f | dλ →∫ c

a
|f | dλ. Mivel f Riemann-integrálható [a, cn]-en, ezért |f | is Riemann-integ-
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rálható [a, cn]-en minden n-re. Így n→∞ esetén∫ cn

a
|f | dx =

∫ cn

a
|f | dλ→

∫ b

a
|f | dλ.

Mivel ez minden cn < b, cn → b sorozatra igaz, ezért az
∫ b

a
|f | dx improprius

integrál konvergens (és az értéke
∫ b

a
|f | dλ).

Most tegyük fel, hogy az
∫ b

a
|f | dx improprius integrál konvergens, és az érté-

ke I . Ekkor a már bizonyított (i) állítás szerint |f | Lebesgue-integrálható [a, b]-n.
Mivel |fn| ≤ |f |, ezért (46)-ból a nagy Lebesgue-tétel szerint kapjuk, hogy∫ b

a
f dλ =

∫ b

a
f dx.

199. Legyen Nk = {x ∈ N : f(x) < k} (k = 1, 2, . . .), és N∞ = {x ∈
N : f(x) = ∞}. Ekkor N = N∞ ∪ N1 ∪ N2 ∪ . . ., tehát elég belátni, hogy Nk

nullmértékű minden k ≤ ∞-re.
A 111. feladat megoldásában láttuk, hogy Nk megszámlálható, tehát null-

mértékű minden k < ∞-re. Mivel f integrálható, ezért az N∞ halmaz szintén
nullmértékű.

200. Legyen

g(x) =


1/
√
|x|, ha 0 < |x| ≤ 1,

∞, ha x = 0, és
0, ha |x| > 1.

Ekkor g Lebesgue-integrálható R-en, és lim
x→0

g(x) = ∞. Legyen r1, r2, . . . a ra-

cionális számok egy sorozatba rendezése, és legyen f(x) =
∞∑
n=1

1
2n · g(x − rn)

(x ∈ R). A nemnegatív tagú sorok tagonkénti integrálhatóságából nyilvánva-
ló, hogy f Lebesgue-integrálható, és hogy f -nek minden racionális pontban∞ a
határértéke.

201. Jelölje C a Cantor-halmazt. Legyen f(x) = ∞, ha x ∈ C, és legyen
f(x) = dist (x,C)−1/3, ha x /∈ C. Világos, hogy f határértéke a Cantor-halmaz
minden pontjában∞. Belátjuk, hogy f Lebesgue-integrálható.

Ha (a, b) a Cantor-halmaz egy kiegészítő intervalluma, akkor f(x) =
(x−a)−1/3, ha a<x≤ (a + b)/2, és f(x) = (b − x)−1/3, ha (a + b)/2≤x<b.
Így f integrálja (a, b)-n

2 ·
∫ (a+b)/2

a
(x− a)−1/3 dx =

[
3 · (x− a)2/3

](a+b)/2
a

= 3 · 2−2/3 · (b− a)2/3.
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Ebből azt kapjuk, hogy∫ 1

0
f dλ = 3 · 2−2/3 ·

∞∑
n=1

2n(1/3n)2/3,

hiszen C-nek 2n darab 1/3n hosszúságú kiegészítő intervalluma van minden n-
re. Mivel 32/3 > 2, ezért a jobb oldalon álló végtelen sor konvergens, tehát f
integrálható.

202. Legyen c = y0 < y1 < . . . < yn = d egy tetszőleges felosztás, és legyen
Ai = A(yi−1 ≤ f < yi) (i = 1, . . . , n). Mivel yi−1 ≤ f(x) < yi minden

x ∈ Ai-re, ezért yi−1 · µ(Ai) ≤
∫
Ai

f dµ ≤ yi · µ(Ai) minden i-re. Összeadva az

egyenlőtlenségeket azt kapjuk, hogy

n∑
i=1

yi−1 · µ(Ai) ≤
∫
A
f dµ ≤

n∑
i=1

yi · µ(Ai). (47)

Ha a felosztás finomabb δ-nál, azaz ha yi − yi−1 < δ minden i-re, akkor (47)-

ben a két összeg különbsége kisebb, mint δ ·
n∑
i=1

µ(Ai) = δ · µ(A). Ha tehát

δ < ε/µ(A), akkor mindkét összeg ε-nál jobban megközelíti f integrálját A-n.
Ezzel (i)-et beláttuk.

Az
∫ d

c
y dφ Riemann–Stieltjes-integrál létezik, mert az y függvény folytonos

és φmonoton. Mivel
n∑
i=1

yi ·µ(Ai) =
n∑
i=1

yi ·(φ(yi)−φ(yi−1)), ezért (ii) azonnal

adódik (i)-ből és a Stieltjes-integrál definíciójából.
A Stieltjes-integrálokra vonatkozó parciális integrálás képlete szerint∫ d

c
y dφ = [y · φ(y)]dc −

∫ d

c
φdy =

= d · φ(d)−
∫ d

c
(µ(A)− µ(A(f ≥ y))) dy =

= c · µ(A) +

∫ d

c
µ(A(f ≥ y)) dy.

Ezt (ii)-vel összevetve megkapjuk (iii)-at.

203. Legyen An = A(1/n ≤ f < n). Ha van olyan n, hogy µ(An) =∞, akkor∫
A
f dµ = ∞, hiszen f ≥ 1/n a végtelen mértékű An ⊂ A halmazon. Mivel
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µ(A(f ≥ x)) = ∞ minden x ∈ [0, 1/n]-re, ezért
∫ ∞
0

µ(A(f ≥ x)) dx = ∞.

Ekkor tehát az állítás igaz.
Így feltehetjük, hogy µ(An) <∞ minden n-re. Ekkor az előző (202.) feladat

(ii) állítását A helyett An-nel és a [c, d) = [0, n) választással alkalmazva azt
kapjuk, hogy ∫

An

f dµ =

∫ n

0
µ(An(f ≥ x)) dx. (48)

A bal oldal az
∫
A
χAn ·f dµ integrállal egyenlő, ami a monotonkonvergencia-tétel

szerint tart
∫
A
f dµ-höz, ha n→∞.

A (48) egyenlőség jobb oldalán álló integrál egyenlő az
∫ n

0
µ(An(f ≥ x)) dλ

Lebesgue-integrállal a 193. feladat állítása szerint. Rögzített x ≥ 0-ra az
An(f ≥ x) halmazsorozat monoton növő, és az uniója A(f ≥ x). Így
µ(An(f≥x)) növőleg konvergál µ(A(f ≥ x))-hez, tehát a χ[0,n) ·µ(An(f ≥ x))
függvénysorozat monoton növőleg tart a µ(A(f ≥ x)) függvényhez.

Így a monotonkonvergencia-tétel szerint a (48) jobb oldalán álló integrál tart∫ ∞
0

µ(A(f ≥ x)) dλ-hoz, ami egyenlő
∫ ∞
0

µ(A(f ≥ x)) dx-szel. Ezzel az

állítást beláttuk.

204. Mivel A = A(f > 0) =

∞⋃
n=1

A(f > 1/n), ezért van olyan n, hogy

µ(A(f > 1/n)) > 0. Így∫
A
f dµ ≥

∫
A(f>1/n)

f dµ ≥ 1

n
· µ(A(f > 1/n)) > 0.

Ha µ(A) nem σ-véges, akkor van olyan n, hogy µ(A(f > 1/n)) =∞. Így∫
A
f dµ ≥

∫
A(f>1/n)

f dµ ≥ 1

n
· µ(A(f > 1/n)) =∞.

205. Tegyük fel, hogy az állítás nem igaz. Ez azt jelenti, hogy a B = A(f > 0)
és C = A(f < 0) halmazok pozitív mértékűek. Az előző (204.) feladat állítása

szerint
∫
B
f dµ > 0 és

∫
C
f dµ < 0. Ebből∫

A
f dµ =

∫
B
f dµ+

∫
C
f dµ <

∫
B
f dµ =

∫
B
|f | dµ ≤

∫
A
|f | dµ

és ∫
A
f dµ =

∫
B
f dµ+

∫
C
f dµ >

∫
C
f dµ = −

∫
C
|f | dµ ≥ −

∫
A
|f | dµ.
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Így
∣∣∣∣∫
A
f dµ

∣∣∣∣ < ∫
A
|f | dµ, ami ellentmond a feltételnek.

206. Ha f korlátos és |f | ≤ K, akkor δ = ε/K megfelel, hiszen ha B ⊂ A,

B ∈ A és µ(B) < δ, akkor
∫
B
|f | dµ ≤

∫
B
K dµ = K · µ(B) < ε.

Most legyen f : A → R tetszőleges integrálható függvény. Legyen fn(x) =
|f(x)|, ha |f(x)| ≤ n, és legyen fn(x) = 0 egyébként. Ekkor |fn| ≤ |f | és fn →
|f | µ-m.m. A-n. Így a nagy Lebesgue-tétel szerint

∫
A
fn dµ →

∫
A
|f | dµ. Le-

gyen ε > 0 adott. Válasszunk egy olyan n-et, amelyre
∣∣∣∣∫
A
|f | dµ−

∫
A
fn dµ

∣∣∣∣ <
ε/2. Mivel |fn| ≤ n, ezért δ = ε/(2n) megfelel a feltételnek: ha B ⊂ A, B ∈ A
és µ(B) < δ, akkor∫

B
|f | dµ ≤ ε

2
+

∫
B
fn dµ <

ε

2
+
ε

2
= ε.

207. Mivel |fn − f | → 0 pontonként A-n, és |fn − f | ≤ 2s minden n-re, ahol s

integrálhatóA-n, ezért a nagy Lebesgue-tétel szerint
∫
A
|fn−f | dµ→

∫
A

0 dµ =

0.

208. Tegyük fel először, hogy f nemnegatív egyszerű függvény. Legyen X =
A1 ∪ . . . ∪ An az X halmaz felbontása diszjunkt mérhető halmazokra, és legyen
f(x) = ci ≥ 0 minden x ∈ Ai és i = 1, . . . , n esetén. Ha van olyan i, hogy
ci = 0 és µ(Ai) > 0, akkor∫

X
log f dµ ≤ log

(∫
X
f dµ

)
(49)

igaz, mert a bal oldal−∞. Ha ilyen i nincs, akkor f -et egy nullmértékű halmazon
megváltoztatva (ami nem változtatja meg a (49)-ben szereplő integrálok értékét)
feltehetjük, hogy ci > 0 minden i-re. Azt kell belátni, hogy

n∑
i=1

log ci · µ(Ai) ≤ log

(
n∑
i=1

ci · µ(Ai)

)
.

Ez azonnal következik a log x függvény konkávitásából. Legyen ui. µ(Ai) = ai.

Ekkor ai ≥ 0 és
n∑
i=1

ai = 1, tehát a konkávitás Jensen-féle feltétele szerint

log

(
n∑
i=1

aici

)
≥

n∑
i=1

ai · log ci,
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és éppen ezt akartuk belátni.
Most legyen f olyan mérhető függvény, amelyre f ≥ δ > 0 mindenütt X-en.

Legyenek δ ≤ s1 ≤ s2 ≤ . . . egyszerű függvények, melyek pontonként tartanak
f -hez X-en. Ekkor log δ ≤ log s1 ≤ log s2 ≤ . . . egyszerű függvények, melyek
pontonként tartanak log f -hez X-en. Már beláttuk, hogy∫

X
log sn dµ ≤ log

(∫
X
sn dµ

)
minden n-re. A monotonkonvergencia-tételt alkalmazva ebből azonnal adódik
(49).

Végül legyen f tetszőleges nemnegatív mérhető függvényX-en. Ha
∫
X
f dµ =

∞, akkor (49) igaz (feltéve, hogy a bal oldal értelmes), mert a jobb oldal∞. Fel-

tehetjük tehát, hogy
∫
X
f dµ < ∞. Legyen fn = max(f, 1/n). Ekkor fn mo-

noton csökkenőleg és pontonként tart f -hez, és log fn monoton csökkenőleg és

pontonként tart log f -hez. Mivel fn ≤ f + (1/n), ezért
∫
X
fn dµ <∞. Tudjuk,

hogy ∫
A

log fn dµ ≤ log

(∫
A
fn dµ

)
(50)

minden n-re. Mivel
∫
X
f1 dµ < ∞, ezért a monotonkonvergencia-tétel szerint∫

X
fn dµ →

∫
X
f dµ. Így n → ∞ esetén (50) jobb oldala tart (49) jobb ol-

dalához. Másrészt (50) jobb oldala minden n-re kisebb, mint ∞, tehát ugyanez

igaz a bal oldalra is. Így a monotonkonvergencia-tétel szerint
∫
X

log fn dµ →∫
X

log f dµ. Vagyis n → ∞ esetén (50) bal oldala tart (49) bal oldalához, tehát

(49) igaz.

209. Mivel log f ≤ f mindenütt és
∫
A
f dµ ≤ 1 < ∞, ezért az

∫
A

log f dµ

integrál létezik. Legyen az értéke I . Ha I = −∞, akkor az állítás igaz. Így

feltehetjük, hogy I > −∞. Mivel
∫
A
f dµ ≤ 1, ezért az A(f ≥ 1/2) halmaz

mértéke legfeljebb 2. Másrészt
∫
A

log f dµ > −∞, ezért az A(f ≤ 1/2) halmaz

mértéke véges. Így µ(A) <∞.
Ha µ(A) = 0, akkor a bizonyítandó egyenlőtlenség mindkét oldala nulla.

Feltehetjük tehát, hogy 0 < µ(A).
Tekintsük az (A,AA, ν) valószínűségi mértékteret, ahol ν(B) = µ(B)/µ(A)

minden B ∈ A, B ⊂ A halmazra. Könnyen látható, hogy tetszőleges g : A → R
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függvényre
∫
A
g dν = µ(A)−1 ·

∫
A
g dµ, valahányszor az integrálok léteznek. Az

előző (208.) feladat állítása szerint
∫
A

log f dν ≤ log

(∫
A
f dν

)
, vagyis

1

µ(A)
·
∫
A

log f dµ ≤ log

(∫
A
f dµ

)
− logµ(A). (51)

Mivel
∫
A
f dµ ≤

∫
X
f dµ = 1, ezért (51) jobb oldala legfeljebb − logµ(A). Ha

beszorzunk µ(A)-val, megkapjuk a bizonyítandó egyenlőtlenséget.

210. Legyen
∫
A
f dµ = I és

∫
A
g dµ = J . Könnyű ellenőrizni, hogy ha a2 +

b2 = 1, és az (f, g) párt az (af + bg, bf − ag) párral helyettesítjük, akkor az I
és J értékek megváltoznak ugyan, de a bizonyítandó egyenlőtlenség egyik oldala
sem változik. Legyen a = I/

√
I2 + J2 és b = J/

√
I2 + J2, ha I2 + J2 6= 0,

illetve legyen a = 1 és b = 0, ha I = J = 0. Ekkor a g1 = bf − ag függvény
integrálja nulla, tehát∣∣∣∣∫

A
f1 dµ+ i ·

∫
A
g1 dµ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
A
f1 dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
A
|f1| dµ ≤

∫
A
|f1 + i · g1| dµ

minden függvényre, így az f1 = af + bg függvényre is.

211. Legyen
∫
A
f2 dµ = I ,

∫
A
g2 dµ = J ,

∫
A
fg dµ = K. Feltehetjük, hogy f

nem majdnem mindenütt nulla, azaz hogy I > 0. Tekintsük az∫
A

(tf − g)2 dµ = It2 − 2Kt+ J (52)

azonosságot. Ha IJ = K2, akkor (52) jobb oldala eltűnik a t = K/I pontban.
Ekkor a bal oldal is eltűnik, ami csak úgy lehetséges, ha g = tf µ-m.m. pontban.

212. A feladat állítása nyilván igaz akkor, ha f = 0 µ-majdnem mindenütt vagy
g = 0 µ-majdnem mindenütt. Így feltehetjük, hogy ez nem így van, azaz I =∫
A
fp dµ > 0 és J =

∫
A
gq dµ > 0. A függvényeket egy-egy pozitív konstanssal

beszorozva (ami nem változtatja meg sem a feltételt, sem a bizonyítandó állítást),
feltehető, hogy I = J = 1.

Mivel p−1 + q−1 = 1, ezért a log x függvény konkávitása miatt

log(fg) = p−1 log fp + q−1 log gq ≤ log(p−1fp + q−1gq),

azaz fg ≤ p−1fp + q−1gq mindenütt A-n. Ezt A-n integrálva azt kapjuk, hogy∫
A
fg dµ ≤ 1. Mivel a feltétel szerint itt egyenlőség áll, ezért fg = p−1fp +
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q−1gq µ-m.m. A-n. Azonban ha a, b ≥ 0 és ab = p−1ap + q−1bq, akkor szükség-
képpen ap = bq. Ugyanis ellenkező esetben a log x függvény szigorú konkávitása
miatt ab < p−1ap + q−1bq állna. Ezzel beláttuk, hogy (az I = J = 1 feltétel
mellett) fp = gq µ-m.m.

213. Az állítást először karakterisztikus függvényekre ellenőrizzük. Legyen f =
χA, ahol A Borel. Mivel χA(x + t) = χA−x(t), ezért azt kell belátni, hogy az
x 7→ µ(A− x) függvény Borel-mérhető.

Legyen A = [a, b), és legyen φ(x) = µ([a, b)− x) minden x ∈ R-re. Tegyük
fel először, hogy µ({a}) = µ({b}) = 0. Ha ε > 0 adott, akkor van olyan δ > 0,
hogy µ([a−δ, b+δ)) < µ([a, b))+ε és µ([a+δ, b−δ)) > µ([a, b))−ε. Ugyanis
az [a−1/n, b+1/n) intervallumok egymásba vannak skatulyázva és a metszetük
[a, b], ezért a mértékük tart µ([a, b]) = µ([a, b))-hez. Itt felhasználtuk a µ mérték
végességét, valamint azt a feltételt, hogy az a és b pontok mértéke nulla. Így van
olyan n, hogy µ([a − 1/n, b + 1/n)) < µ([a, b)) + ε. Ugyanígy látható, hogy
µ([a+ 1/n, b− 1/n)) > µ([a, b))− ε egy alkalmas n-re.

Ha |x| < δ, akkor

[a+ δ, b− δ) ⊂ [a, b)− x ⊂ [a− δ, b+ δ),

tehát µ([a, b)) − ε ≤ µ([a, b) − x) ≤ µ([a, b)) + ε. Ezzel beláttuk, hogy a φ
függvény folytonos az x0 = 0 pontban, feltéve, hogy µ({a}) = µ({b}) = 0.
Ugyanígy bizonyítható, hogy tetszőleges [a, b) intervallum esetén a φ függvény
bármely olyan x0 pontban folytonos, amelyre az x0 + a és x0 + b pontok mértéke
nulla.

Könnyen látható, hogy a {x : µ({x}) > 0} halmaz megszámlálható. Ebből
következik, hogy a φ függvény megszámlálhatóan sok pont kivételével folytonos.
Legyen E a φ függvény szakadási pontjainak halmaza. Ekkor φ folytonos az
R \ E halmazon, tehát itt Borel-mérhető a 152. feladat állítása szerint. Mivel E
megszámlálható, ezért φ Borel-mérhető R-en is.

Jelöljük R-rel a P1 félgyűrű által generált gyűrűt, vagyis azoknak a halma-
zoknak a rendszerét, amelyek előállnak véges sok diszjunkt [a, b) típusú interval-

lum uniójaként. Ha A ∈ R és A =

n⋃
i=1

[ai, bi), ahol az [ai, bi) intervallumok

diszjunktak, akkor µ(A− x) =
n∑
i=1

µ([ai, bi)− x). Mivel az x 7→ µ([ai, bi)− x)

függvények Borel-mérhetőek, ezért az x 7→ µ(A−x) függvény is Borel-mérhető.
JelöljükA-val azon Borel-mérhetőA halmazok rendszerét, amelyekre az x 7→

µ(A− x) függvény Borel-mérhető. Mint láttuk,R ⊂ A.
Az A rendszer monoton osztály. Valóban, legyen A1, A2, . . . ∈ A, A1 ⊂

A2 ⊂ . . . és A = ∪∞n=1An. Ekkor µ(An − x) → µ(A − x) minden x-re. Mivel
az x 7→ µ(An − x) függvények Borel-mérhetőek, ugyanez igaz a limeszükre,
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vagyis az x 7→ µ(A − x) függvényre is. Így A ∈ A. Ugyanígy látható, hogy ha
A1, A2, . . . ∈ A, A1 ⊃ A2 ⊃ . . . és A = ∩∞n=1An, akkor A ∈ A.

Mivel R ⊂ A, ezért a 28. feladat állítása szerint A tartalmazza az R által ge-
nerált σ-gyűrűt, ami egyenlő R Borel-halmazainak rendszerével. Vagyis minden
Borel-halmaz eleme A-nak, tehát x 7→ µ(A − x) Borel-mérhető minden Borel-
halmazra.

Most legyen f Borel-mérhető egyszerű függvény. Ha f =
n∑
i=1

cI · χAi , akkor∫
R
f(x+ t) dµ(t) =

n∑
i=1

ci ·µ(Ai−x) minden x-re, amiből nyilvánvaló, hogy az

x 7→
∫
R
f(x+ t) dµ(t) függvény Borel-mérhető.

Végül legyen f tetszőleges korlátos Borel-mérhető függvény. A 144. feladat
állítása szerint minden ε > 0-hoz van olyan s Borel-mérhető egyszerű függvény,
amelyre |f − s| < ε. Ekkor∣∣∣∣∫

R
f(x+ t) dµ−

∫
R
s(x+ t) dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
R
|f(x+ t)− s(x+ t)| dµ ≤ ε · µ(R)

minden x-re. Tehát a φ(x) =

∫
R
f(x + t) dµ(t) függvény ε · µ(R) pontosság-

gal megközelíthető a Borel-mérhető x 7→
∫
R
s(x + t) dµ(t) függvénnyel. Ezért

φ előáll mint Borel-mérhető függvények egyenletesen konvergens sorozatának a
limesze, és így maga is Borel-mérhető.

214. Olyan µ mértéket és olyan F zárt halmazt fogunk konstruálni, melyekre
µ(F ) = 1, µ(R \ F ) = 0, és van olyan xn → 0 sorozat, hogy (F − xn) ∩ F = ∅
minden n-re. Ekkor a φ(x) = µ(F − x) függvényre φ(0) = 1 és φ(xn) = 0
minden n-re, tehát φ nem folytonos a nulla pontban.

Ismeretes, hogy bármely nem-megszámlálható B Borel-halmazhoz van olyan
f bijekció B és [0, 1] között, amely az inverzével együtt Borel-mérhető. Ha már
tudjuk, hogy ilyen f bijekció létezik, akkor definiálhatunk egy valószínűségi mér-
téket B Borel-részhalmazain: az A ⊂ B Borel-halmaz mértéke legyen λ(f(A)).
Az f(A) ⊂ [0, 1] halmaz Borel, mert f inverze Borel-mérhető. Nyilvánvaló, hogy
az így definiált halmazfüggvény mérték.

Az f bijekció létezését ilyen általánosságban nem bizonyítjuk, csak abban
a speciális esetben, amely a feladat megoldásához szükséges. Legyen F azon
x ∈ [0, 1] számok halmaza, amelyeknek tizedestört alakjában csak a 0 és 1 jegyek
szerepelnek. Ha x∈F és x∈ [0, 1] tízes számrendszerbeli alakja 0, a1a2..., akkor
legyen f(x) = 0, a1a2 . . . kettes számrendszerben leolvasva.

Ekkor f monoton az F halmazon, és f(F ) = [0, 1]. Az f : F → [0, 1]
leképezés nem bijekció, mert a kettőhatvány-nevezőjű racionális számok (a 0 és az
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1 kivételével) kétszer állnak elő képként. Ezért van egy E ⊂ F megszámlálható
halmaz úgy, hogy f szigorúan monoton az F \ E halmazon, és bijekció F \ E
és [0, 1] között. Legyen f |F\E inverze g. Ekkor g monoton [0, 1]-en, tehát Borel-
mérhető a 151. feladat állítása szerint. Ha tehátA ⊂ F \E Borel, akkor g−1(A) =
f(A) is Borel.

Így az F \E halmaz Borel-részhalmazain létezik egy ν valószínűségi mérték:
legyen ν(A)=λ(f(A)) mindenA⊂F \E Borel-halmazra. A ν mértéket könnyen
kiterjeszthetjük R Borel-részhalmazaira: legyen µ(A) = ν(A∩ (F \E)) minden
A ⊂ R Borel-halmazra. Ekkor µ valószínűségi mérték R Borel-részhalmazain,
µ(F ) = 1, µ({x}) = 0 minden x ∈ R-re, és µ(R \ F ) = 0.

Nyilvánvaló, hogy ha xn=2/10n, akkor (F+xn)∩F =∅, tehát F ∩ (F −xn)
= ∅ minden n-re. Ezzel a feladatot megoldottuk.

215. Tegyük fel először, hogy f lépcsősfüggvény. Legyen a = x0 < x1 < . . . <
xk = b olyan felosztás, hogy f(x) = ci minden x ∈ (xi−1, xi)-re (i = 1, . . . , k).
Ekkor n→∞ esetén∫ xi

xi−1

f(x) · sin(nx) dx = ci ·
cos(nxi−1)− cos(nxi)

n
→ 0,

amiből nyilvánvaló, hogy
∫ b

a
f(x) · sin(nx) dλ→ 0.

Legyen f : [a, b] → R Lebesgue-integrálható, és legyen ε > 0 adott. A
190. feladat (i) állítása szerint van olyan g : [a, b] → R lépcsősfüggvény, hogy∫ b

a
|f − g| dx < ε/2. Nyilvánvaló, hogy

∣∣∣∣∫ b

a
f(x) · sin(nx) dx−

∫ b

a
g(x) · sin(nx) dx

∣∣∣∣ < ε/2

minden n-re. A már bizonyított állítás szerint
∫ b

a
g(x) · sin(nx) dλ → 0, ezért

van olyan n0, hogy
∣∣∣∣∫ b

a
g(x) · sin(nx) dx

∣∣∣∣ < ε/2 minden n > n0-ra. Ekkor∣∣∣∣∫ b

a
f(x) · sin(nx) dx

∣∣∣∣ < ε minden n > n0-ra, amivel az állítást beláttuk.

216. Először belátjuk, hogy ha t > 0, és g korlátos és mérhető függvény a [ta, tb]
intervallumon, akkor ∫ b

a
g(tx) dλ =

1

t
·
∫ bt

at
g(x) dλ. (53)

Tegyük fel, hogy g = χA, ahol A ⊂ [ta, tb] mérhető. Ekkor g(tx) = χA/t(x),
tehát azt kell belátni, hogy λ(A/t) = λ(A)/t. Ez abból következik, hogy ha
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A lefedhető egy s összhosszúságú intervallumrendszerrel, akkor A/t lefedhető
egy s/t összhosszúságú intervallumrendszerrel, és így λ(A/t) ≤ λ(A)/t. Meg-
fordítva, ha A/t lefedhető egy s összhosszúságú intervallumrendszerrel, akkor A
lefedhető egy s · t összhosszúságú intervallumrendszerrel, és így λ(A) ≤ λ(A) · t.

A fentiekből rögtön adódik, hogy (53) akkor is igaz, ha g egyszerű függvény.
Végül, ha g korlátos és Lebesgue-mérhető, akkor alkalmazzuk a 144. feladat ál-
lítását. Eszerint g egyenletesen megközelíthető egyszerű függvényekkel, amiből
(53) világos.

Most rátérünk a feladat megoldására. Legyen
∫ 1

0
g dλ = I . Mivel g peri-

odikus 1 szerint, ezért könnyen látható, hogy az intergálja minden 1 hosszúságú
intervallumon I-vel egyenlő. Tekintsük először azt az esetet, amikor I = 0. Le-

gyen G(x) =

∫ x

0
g(u) dλ. Ekkor G periodikus 1 periódussal, és folytonos a 192.

feladat szerint. Így G korlátos. Legyen |G| ≤ K. Ha f ≡ c az [a, b] intervallu-
mon, akkor (53) felhasználásával azt kapjuk, hogy∫ b

a
f(x) · g(tx) dλ =

c

t
·
∫ bt

at
g dλ =

c

t
· (G(bt)−G(at)).

Ebből
∣∣∣∣∫ b

a
f(x) · g(tx) dλ

∣∣∣∣ ≤ 2cK/t, és így lim
t→∞

∫ b

a
f(x) · g(tx) dλ = 0. Ezzel

(8)-at a konstans f esetére beláttuk (feltéve, hogy I = 0).
Ebből világos, hogy (8) akkor is igaz, ha f lépcsősfüggvény. Valóban, tegyük

fel, hogy a = x0 < x1 < . . . < xn = b, és f(x) = ci minden x ∈ (xi−1, xi)-

re és i = 1, . . . , n-re. A fentiek szerint lim
t→∞

∫ xi

xi−1

f(x) · g(tx) dλ = 0 minden

i = 1, . . . , n-re, tehát lim
t→∞

∫ b

a
f(x) · g(tx) dλ = 0.

Ha f Lebesgue-integrálható [a, b]-n, akkor a 190. feladat állítása szerint adott

ε > 0-hoz létezik egy h lépcsősfüggvény úgy, hogy
∫ b

a
|f − h| dλ < ε. Ekkor

∣∣∣∣∫ b

a
f(x) · g(tx) dλ−

∫ b

a
h(x) · g(tx) dλ

∣∣∣∣ < ε ·K.

Mivel lim
t→∞

∫ b

a
h(x) · g(tx) dλ = 0, ezért

∣∣∣∣∫ b

a
f(x) · g(tx) dλ

∣∣∣∣ < ε ·K + ε, ha t

elég nagy. Mivel ε tetszőleges volt, ezzel beláttuk, hogy lim
t→∞

∫ b

a
f(x) ·g(tx) dλ=

0. Tehát (8) igaz minden f Lebesgue-integrálható függvényre, feltéve, hogy I=0.
Az általános eset ebből azonnal következik. Ha ugyanis g-hez hozzáadunk

egy I konstanst, akkor (8) mind a két oldala ugyanazzal a számmal, nevezetesen
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I ·
∫ b

a
f dλ-val változik. Tehát (8) az általános esetben is igaz.

217. Feltehetjük, hogy A és B Fσ halmazok, hiszen egy-egy nullmértékű halmaz
elhagyásával ez elérhető, és a nullmértékű halmazok elhagyása nem befolyásolja
az A, B és A ∩ (B + x) halmazok mértékét. Legyen H = {(x, y) : y ∈ A ∩
(B + x)}. Ekkor H szintén Fσ halmaz. Ha ugyanis A = A1 ∪ A2 ∪ . . . és
B = B1∪B2∪ . . ., ahol azAi ésBj halmazok mindegyike korlátos és zárt, akkor
Hi,j = {(x, y) : y ∈ Ai ∩ (Bj + x)} szintén korlátos és zárt minden i, j-re, és H
ezek uniója. Így H Lebesgue-mérhető.

A Hx szekció egyenlő A ∩ (B + x)-szel. Így a Fubini-tétel szerint

λ2(H) =

∫
R
λ(A ∩ (B + x)) dλ. (54)

A Hy szekció azon x-ek halmaza, melyekre y ∈ A ∩ (B + x). Tehát Hy = ∅, ha
y /∈ A és Hy = (−B) + y, ha y ∈ A. Így a Fubini-tétel szerint

λ2(H) =

∫
R
λ(Hy) dλ(y) =

∫
A
λ(Hy) dλ(y) = λ(A)λ(B).

Ezt (54)-vel összevetve azt kapjuk, hogy∫
R
λ(A ∩ (B + x)) dλ = λ(A)λ(B). (55)

Ha λ(A), λ(B) > 0, akkor az integrál értéke pozitív, tehát van olyan x, hogy
λ(A ∩ (B + x)) > 0. Ezzel (i)-et beláttuk.

Ha A,B ⊂ [0, 1], akkor A ∩ (B + x) = ∅ minden x /∈ [−1, 1]-re. Így az (55)

bal oldalán álló integrál egyenlő az
∫ 1

−1
λ(A ∩ (B + x)) dλ integrállal. Mivel az

integrál értéke λ(A)λ(B), kell, hogy legyen olyan x, amelyre λ(A ∩ (B + x)) ≥
λ(A)λ(B)/2. Ezzel (ii)-t is beláttuk.

A (iii) állítást bizonyítandó legyen 0 < a < 1/2 és n ∈ N+ rögzített.
Osszuk fel az [a, 1 − a] intervallumot n egyenlő részre, és vegyük minden má-
sodik osztóintervallum egyesítését. Legyen az így kapott halmaz A, és legyen
B = [0, a]∪ [1− a, 1]. Ekkor x ≥ 0 esetén A∩ (B + x) ⊂ A∩ [x, x+ a], és így
λ(A ∩ (B + x)) ≤ (a/2) + (a/n). Hasonlóan, ha x < 0, akkor A ∩ (B + x) ⊂
A∩ [1−a+x, 1+x], és ismét azt kapjuk, hogy λ(A∩(B+x)) ≤ (a/2)+(a/n).
Mivel λ(A)λ(B) = 1−2a

2 · 2a = (1− 2a) · a, ezért

(a/2) + (a/n)

λ(A)λ(B)
=

(a/2) + (a/n)

(1− 2a) · a
=

1

2 · (1− 2a)
+

1

(1− 2a)n
.

Látható, hogy ez az érték tetszőlegesen közel lehet 1/2-hez, ha a kicsi és n nagy.

218. Jelöljük C-vel azon c ∈ R számok halmazát, amelyeket f egynél több
pontban vesz fel. Legyenek ac, bc olyan pontok, melyekre ac < bc és f(ac) =
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f(bc) = c minden c ∈ C-re. Könnyen látható, hogy az (ac, bc) (c ∈ C) in-
tervallumok páronként diszjunktak. Így a C halmaz megszámlálható. Legyen
V =

⋃
c∈C

f−1({c}). A 151. feladat állítása szerint f−1 Borel-mérhető. Így

f−1({c}) Borel minden c-re, tehát a V halmaz Borel. Ezért az U = A \ V
halmaz is Borel. Nyilvánvaló, hogy f szigorúan monoton az U halmazon.

Könnyű belátni, hogy ha a g függvény monoton növő az X ⊂ R halmazon,
akkor g kiterjeszthető monoton növő függvényként egy X-et tartalmazó interval-
lumra. Legyen ugyanis h(x) = sup{g(y) : y ≤ x, y ∈ X} minden x-re. Ekkor h
monoton növő, kiterjesztése g-nek, és azon pontok halmaza, amelyeken h véges
értékű egy X-et tartalmazó intervallum.

Legyen g az f−1 függvény monoton kiterjesztése az f(U) halmazról egy J
intervallumra. A 151. feladat állítása szerint g Borel-mérhető. Ezért g−1(U) =
f(U) Borel. Mivel f(V ) = C megszámlálható és A = U ∪ V , ezért f(A) is
Borel.

219. (i) Ha H ⊂
∞⋃
n=1

[an, bn), akkor f(H) ⊂
∞⋃
n=1

[f(an), f(bn)], és így

λ(f(H)) ≤
∞∑
n=1

(f(bn)−f(an)). Mivel ez minden lefedésre igaz, ezért λ(f(H)) ≤

µf (H).
A (ii) állítás bizonyításához először belátjuk, hogy µf ({x}) egyenlő f ugrá-

sával x-ben minden x ∈ [a, b)-re. Ugyanis

µf ({x}) = lim
n→∞

µf ([x, x+ 1/n)) = lim
n→∞

(f(x+ 1/n)− f(x)) =

= f(x+ 0)− f(x).

Speciálisan, ha f folytonos x-ben, akkor µf ({x}) = 0. Ha tehát f jobbról is
folytonos H pontjaiban, akkor µf ({x}) = 0 minden x ∈ H-ra.

Tegyük fel, hogy f konstans az (a, b) nyílt intervallumon. Belátjuk, hogy
ekkor µf ((a, b)) = 0. Valóban, ha x0 = b > x1 > . . . egy szigorúan csökkenő és
a-hoz tartó sorozat, akkor µf ([xn, b)) = f(b) − f(xn) = 0 minden n ≥ 1-re, és

így µf ((a, b)) = 0, hiszen (a, b) =

∞⋃
n=1

[xn, b).

Szükségünk lesz még a következő állításra. Tetszőleges A ⊂ R halmaz

Lebesgue-féle külső mértéke egyenlő azon
∞∑
n=1

(dn − cn) összegek infimumával,

ahol az [cn, dn) intervallumok egy megszámlálható halmaz híján lefedik A-t, és
cn, dn ∈ A minden n-re.

Legyen
∞⋃
n=1

(an, bn) az A halmaz egy tetszőleges, nyílt intervallumokkal való
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lefedése. Ha A ∩ (an, bn) legfeljebb egyelemű, akkor az (an, bn) intervallumot
hagyjuk el a lefedésből. Tegyük fel, hogy A ∩ (an, bn) legalább kételemű, és
legyen α = inf A ∩ (an, bn) és β = supA ∩ (an, bn). Ha α, β ∈ A, akkor
cseréljük ki az (an, bn) intervallumot az [α, β) intervallumra. Ha α ∈ A és β /∈
A, akkor válasszunk egy szigorúan monoton növő α = x0 < x1 < x2 < . . .
sorozatot, amelyre xk → β és xk ∈ A minden k-ra, és cseréljük ki az (an, bn)
intervallumot az [xk−1, xk) intervallumok rendszerére. Járjunk el hasonlóan, ha
α /∈ A és β ∈ A. Végül, ha α /∈ A és β /∈ A, akkor válasszunk egy a ∈
A ∩ (an, bn) pontot és a szigorúan monoton a = x0 < x1 < x2 < . . . és a =
y0 > y1 > y2 > . . . sorozatokat, amelyekre xk, yk ∈ A minden k-ra, valamint
xk → β és yk → α, majd cseréljük ki az (an, bn) intervallumot az [xk−1, xk)
és [yk, yk−1) intervallumok rendszerére. Könnyű ellenőrizni, hogy az így kapott
intervallumok egy megszámlálható halmaz híján lefedik A-t, és az összhosszuk

legfeljebb
∞∑
n=1

(bn − an), ami tetszőlegesen közel lehet λ(A)-hoz.

Most rátérünk (ii) bizonyítására. Legyen H ⊂ [u, v), és tegyük fel, hogy f
jobbról folytonos a H halmaz pontjaiban. (i) alapján elég belátni, hogy µf (H) ≤
λ(f(H)).

Ha f konstans egy (a, b) intervallumon, akkor, mint láttuk, µf ((a, b)) = 0.
Ha tehát (a, b)-t kivonjuk H-ból, akkor µf (H) értéke nem változik. És λ(f(H))
értéke sem változik, hiszen a kivonás eredményeképpen f(H) csak egy ponttal
lett kevesebb. Ha (a, b) valamelyik végpontja eleme H-nak, akkor azt is hagyjuk
el H-ból. Ezzel szintén nem változtatjuk meg µf (H) értékét, mert µf ({x}) = 0
minden x ∈ H-ra. Csak megszámlálhatóan sok olyan nem-elfajuló intervallum
van, amelyen f konstans. Ha tehát ezen intervallumok mindegyikét kivonjuk H-
ból, akkor ezzel sem µf (H), sem λ(f(H)) értékét nem változtatjuk meg. Felte-
hetjük tehát, hogy f szigorúan monoton növő H-n.

Legyen ε > 0 adott. Mint láttuk, léteznek [cn, dn) intervallumok, amelyek
összhossza kisebb, mint λ(f(H)) + ε, egy megszámlálható halmaz híján lefedik
f(H)-t, valamint cn, dn ∈ f(H) minden n-re. Legyen cn = f(an) és dn =
f(bn), ahol an, bn ∈ H . Mivel f szigorúan monoton növő H-n, ezért az [an, bn)
intervallumok egy megszámlálható halmaz híján lefedik H-t. Felhasználva, hogy
H minden pontjának µf -mértéke nulla, ebből azt kapjuk, hogy

µf (H) ≤
∞∑
n=1

(f(bn)− f(an)) =

∞∑
n=1

(dn − cn) < λ(f(H)) + ε.

Mivel ε tetszőleges volt, ezért µf (H) ≤ λ(H), amivel (ii)-t beláttuk.
A (iii) állítás nyilvánvaló (ii)-ből, felhasználva, hogy µf ({x}) = f(x+ 0)−

f(x) minden x-re.

220. Legyen H mérhető µf -re nézve. A 70. feladat szerint H = B ∪ N , ahol
B Borel és µf (N) = 0. A 218. feladat állítása szerint f(B) Borel. Mivel az
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előző (219.) feladat (i) állítása szerint λ(f(N)) = 0, ezért f(H) = f(B)∪ f(N)
Lebesgue-mérhető.

Tegyük fel, hogy f szigorúan monoton növő, és legyen f(H) Lebesgue-
mérhető. Ekkor f(H) = B ∪ N , ahol B Borel és λ(N) = 0. A 218. feladat
állítása szerint f−1(B) Borel. Mivel H = f−1(B) ∪ f−1(N), ezért H mérhe-
tőségéhez elég belátni, hogy f−1(N) mérhető µf -re nézve. Legyen f szakadási
pontjainak halmaza D. Ekkor D megszámlálható. Az előző (219.) feladat (ii) ál-
lítása szerint µf (H \D) = λ(f(H \D)) = 0, tehát H \D mérhető µf -re nézve.
Mivel D megszámlálható, ezért H = (H \D) ∪ (H ∩D) szintén mérhető µf -re
nézve.

221. A megoldási ötletet használva az 168. feladat megoldásában már konstruál-
tunk egy függvényt a megkövetelt tulajdonságokkal.

222. Legyen f : [0, 1] → [0, 1] olyan szigorúan monoton folytonos függvény,
amely egy pozitív mértékű A halmazt nullmértékű halmazba képez. (Lásd az
előző (221.) feladatot.) Legyen f értékkészlete [a, b], és jelöljük g-vel f inverzét.
Ekkor g folytonos [a, b]-n.

Tudjuk, hogyA-nak van olyanH részhalmaza, amely nem Lebesgue-mérhető
(lásd a 135. feladatot). Ekkor f(H) ⊂ f(A), tehát f(H) nullmértékű, és így
mérhető. Másrészt g(f(H)) = H nem mérhető.

223. Legyen f : [0, 1]→ R olyan folytonos függvény, amely egy pozitív mértékű
A halmazt nullmértékű halmazba képez (lásd a 221. feladatot). Terjesszük ki f -et
folytonosan R-re (legyen pl. f konstans a (−∞, a] és [b,∞) félegyeneseken). A
222. feladat megoldásában láttuk, hogy van olyanN nullmértékű halmaz, amelyre
f−1(N) nem Lebesgue-mérhető.

224. Legyen Hk azon x ∈ H pontok halmaza, amelyekre teljesül, hogy |f(y)−
f(x)| ≤ k · |y − x| minden y ∈ H , |y − x| < 1/k esetén. Mivel f lokálisan
Lipschitz, ezért H = H1 ∪H2 ∪ . . .. Így elég belátni, hogy f(Hk) nullmértékű
minden k-ra.

Legyen ε > 0 adott. Fedjük le Hk-t ε-nál kisebb össztérfogatú téglákkal. A
téglákat kicsit megnövelve feltehető, hogy az éleik hosszúsága racionális. Ekkor
mindegyiket felbonthatjuk egymásba nem nyúló kockákra. Végül is azt kaptuk,
hogy Hk lefedhető egy ε-nál kisebb össztérfogatú Kn kockasorozattal. A kocká-
kat szükség esetén tovább osztva feltehetjük, hogy Kn átmérője kisebb, mint 1/k
minden n-re.

Legyen Kn élhossza an. Ha x, y ∈ Hk ∩ Kn, akkor |y − x| < 1/k, tehát
|f(y) − f(x)| ≤ k · |y − x| ≤ k · an ·

√
p. Így f(Hk ∩Kn) átmérője legfeljebb

k
√
p ·an. Ezért f(Hk∩Kn) belefoglalható egy k

√
p ·an élhosszú kockába. Ebből

λ(f(Hk)) ≤
∞∑
n=1

(k
√
p · an)p = (k

√
p)p ·

∞∑
n=1

apn < (k
√
p)p · ε.
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Mivel ε tetszőleges volt, ezért λ(f(Hk)) = 0.

225. Tudjuk, hogy H = A∪N , ahol A Fσ és N nullmértékű (lásd a 101. felada-
tot). Belátjuk, hogy f(A) Fσ. Mivel A Fσ, ezért előáll mint megszámlálhatóan
sok zárt halmaz uniója. Ezen zárt halmazok mindegyikét előállíthatjuk megszám-
lálhatóan sok korlátos zárt halmaz uniójaként. A feltételből nyilvánvalóan követ-
kezik, hogy f folytonos H-n. Így f minden korlátos zárt halmazt korlátos zárt
halmazba képez, tehát A-t Fσ halmazba képezi.

Mivel f(N) nullmértékű az előző (224.) feladat állítása szerint, ebből f(H) =
f(A) ∪ f(N) alapján következik, hogy f(H) is Lebesgue-mérhető.

226. Belátjuk, hogy az állítás pontosan akkor igaz, ha p ≤ q. Legyen p ≤ q,
legyen H ⊂ Rp Lebesgue-mérhető, és tegyük fel, hogy az f : H → Rq leképezés
Lipschitz. EkkorH = A∪N , aholA Fσ ésN nullmértékű (lásd a 101. feladatot).
Belátjuk, hogy f(A) Fσ, és f(N) nullmértékű. Ebből nyilvánvalóan következik,
hogy f(H) Lebesgue-mérhető.

Az előző (225.) feladat megoldásának gondolatmenete változtatás nélkül al-
kalmazható annak bizonyítására, hogy f(A) Fσ.

Tegyük fel, hogy |f(y) − f(x)| ≤ k · |y − x| minden x, y ∈ H-ra. A 224.
feladat megoldásának gondolatmenetét és jelöléseit alkalmazva látható, hogy N
lefedhető egy olyan kockasorozattal, amelynek az össztérfogata< ε. Ha az n-edik
kocka élhossza an, akkor f(N) lefedhető egy olyan kockasorozattal, amelyben az
n-edik kocka élhossza legfeljebb k

√
p · an. Ha ε < 1, akkor an < 1 minden n-re.

Így aqn ≤ apn minden n-re, tehát

λ(f(N)) ≤
∞∑
n=1

(k
√
p · an)q ≤ (k

√
p)q ·

∞∑
n=1

apn < (k
√
p)q · ε.

Mivel ε tetszőleges volt, ezért λ(f(N)) = 0.
Most legyen p > q. Legyen E ⊂ Rq tetszőleges nem Lebesgue-mérhető

halmaz. Belátjuk, hogy van olyan H ⊂ Rp nullmértékű halmaz és olyan f : H →
Rq Lipschitz-leképezés, hogy f(H) = E.

Az L = {(x1, . . . , xp) : xq+1 = . . . = xp = 0} altér nullmértékű Rp-ben.
Legyen H = E × {e}, ahol e az a p − q dimenziós vektor, amelynek minden
koordinátája nulla. Ekkor H ⊂ L, tehát H nullmértékű. Legyen f(x1, . . . , xp) =
(x1, . . . , xq) minden (x1, . . . , xp) ∈ Rp-re. Ekkor f Lipschitz Rp-n, hiszen
|f(y) − f(x)| ≤ |y − x| minden x, y ∈ Rp-re. Másrészt f(H) = E, tehát a
Lebesgue-mérhető H halmaz képe nem Lebesgue-mérhető.

227. Elég belátni, hogy λ(f(H)) ≤ (K + ε) · (λ(H) + ε) minden ε > 0-ra.
Legyen ε > 0 rögzített. Jelöljük Hn-nel azon x ∈ H pontok halmazát, amelyekre
teljesül, hogy |f(y)−f(x)| ≤ (K+ε) · (y−x) minden y ∈ H ∩ (x, x+1/n)-re.

Ekkor H1 ⊂ H2 ⊂ . . . és
∞⋃
n=1

Hn = H . Valóban, ha x ∈ H jobb oldali
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torlódási pontjaH-nak, akkor a |D+f(x)|, |D+f(x)| ≤ K feltételből következik,
hogy x ∈ Hn, ha n elég nagy. Ha x ∈ H nem jobb oldali torlódási pontja H-nak,
akkor x ∈ Hn, ha H ∩ (x, x+ 1/n) = ∅, tehát szintén minden elég nagy n-re.

Így lim
n→∞

λ(Hn) = λ(H) (lásd a 102. feladatot). Mivel f(H1) ⊂ f(H2) ⊂

. . . és
∞⋃
n=1

f(Hn) = f(H), ezért lim
n→∞

λ(f(Hn)) = λ(f(H)). Így elég belátni,

hogy λ(f(Hn)) ≤ (K + ε) · (λ(Hn) + ε) minden n-re.
Fedjük le Hn-et az I1, I2, . . . 1/n-nél rövidebb intervallumokkal úgy, hogy

∞∑
k=1

|Ik| < λ(Hn) + ε teljesüljön. Ha Ik ∩ H 6= ∅, akkor λ(f(Hn ∩ Ik)) ≤

(K + ε) · |Ik|. Valóban, ha x, y ∈ Hn ∩ Ik és x < y, akkor y − x < 1/n, tehát
|f(x)− f(y)| ≤ (K + ε) · (y − x) ≤ (K + ε) · |Ik|. Így az f(Hn ∩ Ik) halmaz
bármely két pontjának a távolsága legfeljebb (K + ε) · |Ik|. Ezért az f(Hn ∩ Ik)
halmaz lefedhető egy legfeljebb (K + ε) · |Ik| hosszúságú intervallummal, tehát
a Lebesgue-féle külső mértéke sem lehet ennél nagyobb. Mármost

λ(f(Hn)) ≤
∞∑
k=1

λ(f(Hn ∩ Ik)) ≤
∞∑
k=1

(K + ε) · |Ik| < (K + ε) · (λ(Hn) + ε),

amivel a feladatot megoldottuk.

228. Jelöljük H torlódási pontjainak halmazát H ′-vel. Legyen ε > 0 rögzített.
Mivel f ′ mérhető a H ′ halmazon a 173. feladat (ii) állítása szerint, ezért a Hn =
{x ∈ H ′ : (1 + ε)n ≤ f ′(x) < (1 + ε)n+1} halmaz mérhető minden n ∈ Z-re.
Az előző (227.) feladat állítása szerint

λ(f(Hn)) ≤ (1+ε)n+1 ·λ(Hn) = (1+ε) ·(1+ε)n ·λ(Hn) ≤ (1+ε) ·
∫
Hn

f ′ dλ.

Legyen H+ = {x ∈ H ′ : f ′ > 0}. Ekkor H+ =
⋃
n∈Z

Hn, ezért f(H+) ≤

(1 + ε) ·
∫
H+

f ′ dλ. Ugyanígy kapjuk, hogy f(H−) ≤ (1 + ε) ·
∫
H−

|f ′| dλ, ahol

H− = {x ∈ H ′ : f ′ < 0}.
Ha H0 = {x ∈ H ′ : f ′ = 0}, akkor λ(f(H0)) = 0 a 109. feladat állítása

szerint. Így

λ(f(H)) = λ(f(H+) ∪ λ(f(H−) ≤

≤ (1 + ε) ·
∫
H+

f ′ dλ+ (1 + ε) ·
∫
H−

|f ′| dλ =

= (1 + ε) ·
∫
H
|f ′| dλ.
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229. Feltehetjük, hogy K > 0. Jelöljük H torlódási pontjainak halmazát H ′-vel.
Legyen Y azon értékek halmaza, amelyeket f több, mint egyszer vesz fel.

Legyenek ay < by olyan pontok H-ban, melyekre f(ay) = f(by) = y. Könnyen
látható, felhasználva f monotonitását, hogy az (ay, by) (y ∈ Y ) intervallumok
páronként diszjunktak. Így Y megszámlálható.

Legyen y ∈ Y . Mivel f az f−1({y}) halmaz pontjaiban konstans, ezért f ′ =
0 az f−1({y})∩H ′ halmaz pontjaiban. Azonban f ′ ≥ K > 0 mindenüttH∩H ′-
n, ezért f−1({y}) ⊂ H \H ′. Így f−1({y}) megszámlálható.

Ezzel beláttuk, hogy az
⋃
y∈Y

f−1({y}) halmaz megszámlálható. Hagyjuk el

H-ból ezt a halmazt. Ezzel sem f(H), sem pedig H mértékét nem változtatjuk
meg.

Feltehetjük tehát, hogy f szigorúan monoton növő H-n. Egy nullmértékű
halmaz elhagyása után (amely λ(H) értékét nem változtatja meg, λ(f(H)) értékét
pedig nem növeli) azt is feltehetjük, hogy H Borel. Ekkor f(H) is Borel a 218.
feladat állítása szerint. Ha x ∈ H ∩H ′, akkor 0 < K ≤ f ′(x) < ∞, ezért f−1

differenciálható az f(x) pontban, és itt a deriváltja 1/f ′(x) ∈ (0, 1/K]. Így a
227. feladat állítása szerint

λ(H) = λ(f−1(f(H))) ≤ (1/K) · λ(f(H)),

azaz λ(f(H)) ≥ K · λ(f(H)).

230. A 228. feladat szerint elég belátni, hogy λ(f(H)) ≥
∫
H
f ′ dλ. Feltehet-

jük, hogy H Borel, mert különben elhagyunk H-ból egy alkalmas nullmértékű
halmazt (amely az integrál értékét nem változtatja meg, λ(f(H)) értékét pedig
nem növeli). Legyen ε > 0 rögzített, és legyen Hn, mint a 228. feladat meg-
oldásában. Ekkor az f(Hn) halmaz Borel minden n-re a 218. feladat állítása
szerint. Ha n 6= m, akkor f(Hn) ∩ f(Hm) megszámlálható. Valóban, legyen
y ∈ f(Hn) ∩ f(Hm), és legyen y = f(x) = f(x′), ahol x ∈ Hn és x′ ∈ Hm.
Mivel Hn ∩ Hm = ∅, ezért x 6= x′, tehát f−1{y} legalább kételemű. De f
monoton, ezért azon y-ok Y halmaza, amelyeket f több mint egy pontban vesz
fel, megszámlálható. Ugyanis Y azon értékek halmaza, amelyeket f a konstans
szakaszain vesz fel, és ezen szakaszok halmaza megszámlálható.

Tehát az f(Hn) halmazok Borel-halmazok, és közülük bármely kettőnek a
metszete megszámlálható, így nullmértékű. Ebből következik, hogy

λ(f(H)) ≥
∑
n∈Z

λ(f(Hn)),
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hiszen f(H) ⊃
⋃
n∈Z

f(Hn). A 229. feladat állítása szerint

λ(f(Hn)) ≥ (1 + ε)n · λ(Hn) = (1 + ε)−1 · (1 + ε)n+1 · λ(Hn) ≥

≥ (1 + ε)−1 ·
∫
Hn

f ′ dλ.

Ezért

λ(f(H)) ≥
∑
n∈Z

λ(f(Hn)) ≥ (1 + ε)−1 ·
∑
n∈Z

∫
Hn

f ′ dλ =

= (1 + ε)−1 ·
∫
H(f ′>0)

f ′ dλ = (1 + ε)−1 ·
∫
H
f ′ dλ.

Mivel ε tetszőleges volt, ezért λ(f(H)) ≥
∫
H
f ′ dλ.

231. Tetszőleges a ≤ x < y ≤ b-re jelöljük az (f(y)− f(x))/(y − x) differen-
ciahányadost f [x, y]-nal.

Belátjuk, hogy U nyílt. Legyen x ∈ U tetszőleges. Ekkor van olyan x < y <
b, hogy f [x, y] > m. Világos, hogy ha f folytonos x-ben, akkor f [z, y] > m
az x pont egy V környezetének minden z pontjára, és ekkor V ⊂ U . Az f
függvény mindenképpen jobbról folytonos x-ben, tehát x egy alkalmas jobb oldali
V+ környezetére teljesül, hogy V+ ⊂ U . Ha f balról szakad x-ben, akkor f
monotonitása miatt van olyan bal oldali V− környezete x-nek, hogy f [z, x] > m
minden x ∈ V−-ra, tehát V− ⊂ U . Ezzel beláttuk, hogy x egy környezete része
U -nak. Ez minden x ∈ U -ra igaz, tehát U nyílt.

Legyen (u, v) az U nyílt halmaz egy komponense. Belátjuk, hogy f [u, v] ≥
m. Elég belátni, hogy f [x, v] ≥ m minden x ∈ (u, v)-re, hiszen f jobb oldali
folytonossága szerint ebből következik f [u, v] ≥ m.

Legyen x ∈ (u, v) adott, és legyen H = {y ∈ (x, b) : f [x, y] ≥ m}. Mivel
x ∈ U , ezért H 6= ∅. Legyen z = supH , ekkor az f függvény monotonitásából
következik, hogy f [x, z] ≥ m. Ha z < v, akkor z ∈ U , tehát f [z, y] > m
egy alkalmas z < y-ra. De ekkor f [x, y] > m, ami ellentmond annak, hogy z
felső korlátja H-nak. Tehát z ≥ v. Ha z = v, akkor, mint láttuk, f [x, v] ≥ m.
Ha viszont z > v, akkor v /∈ U alapján f [v, z] ≤ m, és ezt f [x, z] ≥ m-mel
összevetve azt kapjuk, hogy f [x, v] ≥ m.

232. Tetszőleges g függvényre jelöljük g[x, y]-nal a (g(y) − g(x))/(y − x) dif-
ferenciahányadost.

Belátjuk, hogy ha f értékeit a szakadási pontokban a jobb oldali határértékre
változtatjuk, akkor ezzel D+f értéke f folytonossági pontjaiban nem változik.
Valóban, legyen f(x) = lim

y→x+0
f(y) minden a ≤ x < b-re. Tegyük fel, hogy f
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folytonos x-ben. Mivel f(x) = f(x) és f(y) ≥ f(y) minden y-ra, ezért f [x, y] ≥
f [x, y] minden y > x-re, tehát D+f(x) ≥ D+f(x).

Legyen v ∈ R olyan (kiterjesztett) valós szám, hogy D+f(x) < v. Ekkor van
olyan δ > 0, hogy f [x, y] < v minden x < y < x+ δ-ra. Így

D+f(x) = lim
z→y+0

f(z)− f(x)

z − x
≤ v,

hiszen f [x, z] < v minden x < z < x + δ-ra. Így D+f(x) ≤ v valahányszor
D+f(x) < v, tehát szükségképpen D+f(x) ≤ D+f(x). Feltehetjük tehát, hogy
f jobbról folytonos. Jelöljük az {x ∈ (a, b) : D+f(x) > m} halmazt {D+f >
m}-mel.

Legyen U = {x ∈ (a, b) : ∃y ∈ (x, b), f [x, y] > m}. Ekkor {D+f > m} ⊂
U . Legyenek U komponensei (ui, vi). Az előző (231.) feladatban láttuk, hogy
f [ui, vi] ≥ m minden i-re. Így

λ({D+f > m}) ≤
∑
i

(vi − ui) ≤
1

m

∑
i

(f(vi)− f(ui)) ≤ (f(b)− f(a))/m.

233. Legyenek I1, I2, . . . olyan intervallumok, melyek lefedik f(A)-t. Legyen

Jn = f−1(In), ekkor A ⊂
∞⋃
n=1

Jn. Ha c, d ∈ Jn, c < d, akkor az előző (232.)

feladat állítása szerint

λ(A ∩ [c, d]) ≤ λ({D+f > m} ∩ [c, d]) ≤ (f(d)− f(c))/m ≤ |In|/m,

tehát m · λ(A ∩ Jn) ≤ |In| minden n-re. Ebből∑
n

|In| ≥ m ·
∑
n

λ(A ∩ Jn) ≥ m · λ(A),

és tekintve, hogy ez minden In lefedőrendszerre igaz, ezért λ(f(A)) ≥ m · λ(A).

234. Mivel f monoton növő, ezért 0 ≤ D+f(x) ≤ D+f(x) minden x-re. Így
a 227. feladat állítása szerint, ha A ⊂ [a, b] Lebesgue-mérhető és D+f(x) ≤ K
minden x ∈ A-ra, akkor λ(f(H)) ≤ K · λ(H). Ebből a 228. feladat megoldásá-

ban követett gondolatmenet adja, hogy λ(f(A)) ≤
∫
A
D+f dλ.

Az 233. feladat állításából pedig a 230. feladat megoldásában követett gondo-

latmenet adja, hogy λ(f(A)) ≥
∫
A
D+f dλ.

A többi Dini-derivált esete visszavezethető D+f -re. Ugyanis D+f =

−D+(−f), amiből következik, hogy a λ(f(A)) =

∫
A
D+f dλ képletbenD+f -et
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kicserélhetjük D+f -re. Ha pedig g(x) = f(−x), akkor D−f(x) = −D+g(−x)
és D−f(x) = −D+g(−x), tehát a képlet a D−f és D−f Dini-deriváltakra is
igaz.

235. Legyen f a Cantor-függvény, és legyen A a Cantor-halmaz. Ekkor f(A) =

[0, 1], tehát λ(f(A)) = 1, míg
∫
A
D+f dλ = 0, hiszen A nullmértékű.

236. A feltétel szükségessége nyilvánvaló. Az elégségességet bizonyítandó te-
gyük fel, hogy µ(f−1(T )) = ν(T ) minden T téglára.

Legyen ξ(A) = µ(f−1(A)) minden A ⊂ Rp Borel-halmazra. Könnyen lát-
ható, hogy ξ mérték B(Rp)-n. Mivel ξ(T ) = ν(T ) ∈ R minden T téglára, ezért
a 74. feladat állítása szerint ξ(A) = ν(A) minden A Borel-halmazra. Más szóval
µ(f−1(A)) = ν(A) minden A Borel-halmazra, azaz f mértéktartó.

237. Az előző (236.) feladat szerint elég belátni, hogy µ(f−1([a, b))) = F (b)−
F (a) = µF ([a, b)) minden a < b-re. Ez pedig nyilvánvaló F definíciójából.

238. Ha g = χA, ahol A ∈ A2, akkor (10) bal oldala µ2(A), a jobb oldala pe-
dig µ1(f−1(A)). Ezek egyenlőek, mert f mértéktartó. Így (10) igaz akkor, ha g
egy mérhető halmaz karakterisztikus függvénye. Ebből nyilvánvalóan következik,
hogy akkor is igaz, ha g egyszerű függvény. Most legyen g nemnegatív mérhető
X2-n. Ekkor vannak olyan 0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ . . . egyszerű függvények, amelyek
pontonként tartanak g-hez. A (10) egyenlőség igaz az sn függvények mindegyiké-
re, ezért a monotonkonvergencia-tétel alkalmazásával azonnal adódik, hogy g-re
is igaz.

Ha g tetszőleges mérhető, akkor alkalmazzuk (10)-et a nemnegatív g+ és g−

függvényekre. A két egyenlőség bal oldalainak különbsége akkor és csak akkor
értelmes, ha a jobb oldalak különbsége értelmes. Így (10) bal oldala akkor és csak
akkor létezik, ha a jobb oldal létezik, és ekkor egyenlőek.

239. Vegyük észre, hogy a 237. feladat szerint f mértéktartó az (X,A, µ) mérték-
térről az (R,B(R), µF ) mértéktérbe. Ha (10)-et alkalmazzuk a g(x) = x (x ∈ R)
választással, akkor megkapjuk a feladat állítását.

240. Legyen X1 = {a}, A1 = {∅, X1}, µ1(∅) = 0, µ1(X1) = 1, X2 = {b, c},
A1 = {∅, X2}, µ2(∅) = 0, µ2(X2) = 1. Ekkor (X1,A1, µ1) és (X2,A2, µ2)
mértékterek.

Legyen f(a) = b. Ekkor f : X1 → X2 mértéktartó leképezés, hiszen
f−1(X2) = X1, és így µ1(f

−1(X2)) = 1 = µ2(X2). Legyen g(b) = 0 és

g(c) = 1. Ekkor
∫
X2

g dµ2 nem létezik, mert nincs olyan mérhető h : X2 → R

függvény, hogy g = h teljesülne µ2-m.m. X2-n. De az
∫
X1

(g ◦ f) dµ1 integrál

létezik, mert g ◦ f ≡ 0 X1-en.

241. Legyen µ(A) = λ(A ∩ [0, 1)) minden A ⊂ R Borel-halmazra. Nyil-
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vánvaló, hogy µ mérték R Borel-halmazain. Belátjuk, hogy f mértéktartó a
([0, 1),B([0, 1)), λ) mértéktérről az (R,B(R), µ) mértéktérbe.

A 236. feladat állítása szerint ehhez elég belátni, hogy λ(f−1(I)) = µ(I),
azaz λ(f−1(I ∩ [0, 1))) = λ(I ∩ [0, 1)) minden I intervallumra. Ha I intervallum
és I ∩ [0, 1) 6= ∅, akkor I ∩ [0, 1) = [u, v), ahol 0 ≤ u < v ≤ 1.

Azt kell tehát belátni, hogy λ(f−1([u, v))) = v−uminden 0 ≤ u < v ≤ 1-re.
Mivel

f−1([u, v)) ∩ [ai, bi) = [ai + u(bi − ai), ai + v(bi − ai)),

ezért λ(f−1([u, v)) ∩ [ai, bi)) = (v − u) · (bi − ai) minden i-re. Ebből

λ(f−1([u, v))) =

∞∑
i=1

λ(f−1([u, v))∩ [ai, bi)) =

∞∑
i=1

(v− u) · (bi − ai) = v− u,

hiszen
∞∑
i=1

(bi−ai) = 1. Ezzel beláttuk, hogy f mértéktartó a ([0, 1),B([0, 1)), λ)

mértéktérről az (R,B(R), µ) mértéktérbe. Mivel f [0, 1)-be képez, ebből nyilván-
valóan következik, hogy f mértéktartó a ([0, 1),B([0, 1)), λ) mértéktérről önma-
gába.

242. Legyen [ai, bi) = [(i − 1)/n, i/n) minden i = 1, . . . , n-re. Nyilvánvaló,
hogy x ∈ [ai, bi) esetén {nx} = nx − (i − 1) = (x − ai)/(bi − ai). Ezért az
állítás az előző (241.) feladat állításának speciális esete.

243. A 236. feladat állítása szerint elég belátni, hogy λ(f−1([u, v))) = v − u
minden u < v-re.

Minden y ∈ R-re f−1({y}) = {(y +
√
y2 + 4)/2, y −

√
y2 + 4)/2}. Az f

függvény szigorúan monoton növő a (−∞, 0) és (0,∞) félegyenesek mindegyi-
kén. Ezért u < v esetén

f−1([u, v)) =[u−
√
u2 + 4)/2, v −

√
v2 + 4)/2)∪

∪ [u+
√
u2 + 4)/2, v +

√
v2 + 4)/2).

Ebből azonnal adódik, hogy λ(f−1([u, v))) = v − u minden u < v-re.

244. Borel-mérhető függvényekre az állítás nyilvánvaló az előző (243.) és a 238.
feladat állításából.

Most legyen f : R→ R Lebesgue-mérhető. Ekkor a 164. feladat állítása sze-
rint létezik egy g : R → R Borel-mérhető függvény, amely egyenlő f -fel majd-
nem mindenütt. Legyen A = {x : f(x) 6= g(x)}, ekkor tehát A nullmértékű.

Legyen B = {x : f(x− (1/x)) 6= g(x− (1/x))}. Ekkor B = h−1(A), ahol
h(x) = x − (1/x). Ebből egyszerűen adódik, hogy B = φ(A) ∪ ψ(A), ahol
φ(x) = (x+

√
x2 + 4)/2 és ψ(x) = (x−

√
x2 + 4)/2. Mivel A nullmértékű és
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φ, ψ differenciálható függvények, ezért a 228. feladat állítása szerint λ(B) = 0.
Így f(x− (1/x)) = g(x− (1/x))} majdnem mindenütt.

Ha tehát (11)-ben f -et g-vel helyettesítjük, akkor egyik oldal sem változik
(illetve nem létezik, ha f -re sem létezett). Mivel pedig (11) a Borel-mérhető g-re
teljesül, így f -re is teljesül.

245. Tetszőleges 0 ≤ u < v ≤ 1-re

µ((u, v)) =

∫ v

u

dx

1 + x
= log(1 + v)− log(1 + u) = log

(
1 + v

1 + u

)
.

Ha 0 ≤ a < b ≤ 1, akkor

f−1((a, b)) =

∞⋃
n=1

(
1

n+ a
,

1

n+ b

)
,

tehát

µ(f−1((a, b))) =
∞∑
n=1

log

(
1 + 1/(n+ b)

1 + 1/(n+ a)

)
. (56)

A jobb oldalon álló összeget a következőképpen számíthatjuk ki:

N∑
n=1

log(1 + 1/(n+ a)) =

N∑
n=1

(log(n+ 1 + a)− log(n+ a)) =

= log(N + 1 + a)− log(1 + a)

és hasonlóan,
N∑
n=1

log(1 + 1/(n + b)) = log(N + 1 + b) − log(1 + b). Ezért az

(56) jobb oldalán álló összeg értéke

lim
N→∞

(log(N + 1 + a)− log(1 + a)− log(N + 1 + b) + log(1 + b)) =

= lim
N→∞

log

(
N + 1 + a

N + 1 + b

)
− log

(
1 + a

1 + b

)
= log

(
1 + b

1 + a

)
.

Ezzel beláttuk, hogy µ(f−1((a, b))) = µ((a, b)). Mivel minden pont f álta-
li ősképe megszámlálható, tehát µ szerint nullmértékű, ezért µ(f−1([a, b))) =
µ([a, b)) minden 0 ≤ a < b ≤ 1-re. Így f mértéktartó a 236. feladat állítása
szerint.

246. Az f + g és c · f függvényekre vonatkozó állítás nyilvánvaló. Mivel f, g
korlátos változásúak, ezért korlátosak is [a, b]-ben. Tegyük fel, hogy |f |, |g| ≤ K.
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Legyen a = x0 < x1 < . . . < xn = b tetszőleges felosztás. Ekkor

|f(xi)g(xi)− f(xi−1)g(xi−1)| =
= |f(xi) · (g(xi)− g(xi−1)) + g(xi−1) · (f(xi)− f(xi−1))| ≤
≤ |f(xi)| · |g(xi)− g(xi−1)|+ |g(xi−1)| · |f(xi)− f(xi−1)| ≤
≤ K · |g(xi)− g(xi−1)|+K · |f(xi)− f(xi−1)|

minden i = 1, . . . , n-re. Így
n∑
i=1

|f(xi)g(xi)− f(xi−1)g(xi−1)| ≤

≤ K ·
n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)|+K ·
n∑
i=1

|g(xi)− g(xi−1)| ≤

≤ K · V (f ; [a, b]) +K · V (g; [a, b]).

Mivel ez minden felosztásra igaz, ezért V (f · g; [a, b]) ≤ K · V (f ; [a, b]) + K ·
V (g; [a, b]) <∞, tehát f · g korlátos változású.

247. Jelölje V (f ; [a, b]) az f függvény totális variációját az [a, b] intervallumon.
Osszuk fel az [a, b] intervallumot n egyenlő részre, és legyen az így kapott fel-
osztás Fn : a = xn0 < xn1 < . . . < xnn = b. Legyen mn

i = min{f(x) :
x ∈ [xni−1, x

n
i ]} és Mn

i = max{f(x) : x ∈ [xni−1, x
n
i ]}, és legyenek uni , v

n
i ∈

[xni−1, x
n
i ] olyan pontok, melyekre f(uni ) = mn

i , f(vni ) = Mn
i (i = 1, . . . , n).

Jelöljük F ∗n -gal azt a felosztást, amit úgy kapunk, hogy Fn-hez hozzávesszük az
uni , v

n
i pontokat minden i-re. Ha f -nek az Fn, illetve F ∗n felosztásokhoz tarto-

zó variációs összege Vn, illetve V ∗n , akkor n → ∞ esetén Vn → V (f ; [a, b])
és V ∗n → V (f ; [a, b]). Jelöljük kni -vel az f([xni−1, x

n
i )) szakasz karakterisztikus

függvényét minden 1 ≤ i < n-re, továbbá legyen knn az f([xnn−1, x
n
n]) szakasz

karakterisztikus függvénye. Ha Nn =

n∑
i=1

kni , akkor Nn(y) egyenlő az Fn fel-

osztás azon osztóintervallumainak számával, amelyekben f felveszi az y értéket.
Ebből egyszerűen következik, hogy n→∞ esetén Nn pontonként N -hez tart, és
így N Borel-mérhető. Mivel

|f(xni )− f(xni−1)| ≤Mn
i −mn

i = |f(vni )− f(uni )| =
∫ ∞
−∞

kni (y) dy,

így Vn ≤
∫ ∞
−∞

Nn(y) dy ≤ V ∗n minden n-re. Az is könnyen látható, hogy az N2n

függvénysorozat monoton növő. Ha tehát n→∞, akkor a monotonkonvergencia-
tétel szerint ∫ ∞

−∞
N(y) dy = lim

n→∞

∫ ∞
−∞

N2n(y) dy = V (f ; [a, b]).
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Megoldások 213

248. A rövidség kedvéért írjunk fα,β helyett f -et. Nyilvánvaló, hogy f folytono-
san differenciálható [c, 1]-ben minden 0 < c < 1-re. Ezért f akkor és csak akkor
differenciálható [0, 1]-ben, ha a 0 pontban differenciálható, azaz ha f(x)/x-nek
létezik a véges limesze x → 0 + 0 esetén. Mivel β < 0, ezért sin

(
xβ
)

minden

−1 és 1 közötti értéket felvesz 0 minden jobb oldali környezetében. Így α ≤ 1

esetén f(x)/x = xα−1 ·sin
(
xβ
)

-nek nem létezik a jobb oldali határértéke 0-ban.

Ha viszont α > 1, akkor a limesz 0, mert sin
(
xβ
)

korlátos. Így az (i) kérdésre a
válasz α > 1.

Ha x > 0, akkor

f ′(x) = αxα−1 sin
(
xβ
)

+ βxα+β−1 cos
(
xβ
)

=

= xα+β−1 ·
[
β cos

(
xβ
)

+ αx−β sin
(
xβ
)]
.

(57)

Mivel β < 0, ezért van olyan x0 > 0, hogy |f ′(x)| < 2|β| · xα+β−1 minden

0 < x < x0-ra. Ha α + β > 0, akkor tehát az
∫ 1

0
|f ′| dx improprius integrál

konvergens. Ebből következik, hogy f korlátos változású. Ugyanis minden 0 <
c < d ≤ 1-re

|f(d)− f(c)| =
∣∣∣∣∫ d

c
f ′ dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ d

c

∣∣f ′∣∣ dx,
tehát bármely 0 = x0 < x1 < . . . < xn = 1 felosztásra a variációs összeg

legfeljebb |f(x1)|+
∫ 1

x1

|f ′| dx ≤ 1 +

∫ 1

0
|f ′| dx.

Most belátjuk, hogy ha α + β ≤ 0, akkor f nem korlátos változású. Legyen
xk = (kπ + (π/2))1/β (k = 0, 1, . . .). Ekkor β < 0 miatt 1 > x1 > x2 > . . ., és
sinxβk = (−1)k minden k-ra. Így

K∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)| ≥
K∑
k=1

xαk >

K∑
k=1

((k + 1)π)α/β.

Ha α+β ≤ 0, akkor α/β ≥ −1, tehát a fenti összeg végtelenhez tart, haK →∞.
Így α + β ≤ 0 esetén f nem korlátos változású. Vagyis a (ii) kérdésre a válasz
α+ β > 0.

Ha α + β ≥ 1, akkor (57)-ből következik, hogy f ′ korlátos (0, 1]-ben, tehát
ekkor f Lipschitz. Ha viszont α + β < 1, akkor szintén (57) felhasználásá-
val könnyű ellenőrizni, hogy f ′ nem korlátos (0, 1]-ben, ekkor tehát f nem lehet
Lipschitz. Így a (iii) kérdésre a válasz α+ β ≥ 1.
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Ha f folytonosan differenciálható, akkor a deriváltja korlátos, tehát α+β ≥ 1.
Az (57) egyenlőségből látható, hogy f ′ nem folytonos 0-ban, ha α + β = 1, és
folytonos 0-ban, ha α+ β > 1. Tehát a (iv) kérdésre a válasz α+ β > 1.

249. JelöljükN(y)-nal f−1({y}) számosságát, ha ez véges, illetve legyenN(y) =
∞, ha f−1({y}) végtelen. A 247. feladat állítása szerint az N függvény Borel-

mérhető R-en, és
∫
R
N dλ egyenlő az f függvény totális variációjával az [a, b]

intervallumon. Ha f totális variációja véges, akkor N integrálható R-en. Követ-
kezésképpen N m.m. véges értékű. Ezzel beláttuk az (i)=⇒(ii) implikációt.

Most tegyük fel (ii)-t. Legyen f értékkészlete [m,M ], és legyen An = {y ∈
[m,M ] : N(y) ≤ n}. Ekkor An mérhető minden n-re, és A1 ⊂ A2 ⊂ . . .. Az

A =
∞⋃
n=1

An halmaz azon y ∈ [m,M ] pontok halmaza, melyekre N(y) véges,

tehát λ([m,M ] \A) = 0. Így λ(An)→M −m. Legyen ε > 0 adott. Ekkor van
olyan n, hogy λ([m,M ] \An) < ε. Ha tehát Y = [m,M ] \An, akkor λ(Y ) < ε,
és f minden y /∈ Y értéket legfeljebb n-szer vesz fel. Ezzel beláttuk a (ii)=⇒(iii)
implikációt. A (iii)=⇒(ii) implikáció nyilvánvaló.

Legyen f(1/2n) = 1/n, f(1/(2n−1)) = 0 (n = 1, 2, . . .), legyen f(0) = 0,
és legyen f lineáris az [1(k + 1), 1/k] intervallumokon minden k = 1, 2, . . .-re.
Ekkor f folytonos [0, 1]-ben, a 0 kivételével minden értéket csak véges sokszor
vesz fel, de nem korlátos változású.

250. (i) Legyen a ≤ x < y ≤ b. Ekkor V (y)− V (x) = V (f ; [x, y]) ≥ |f(y)−
f(x)|. Ebből egyrészt V (y)−V (x) ≥ f(y)−f(x), azaz V (y)−f(y) ≥ V (x)−
f(x) minden x < y-ra, tehát V − f monoton növő. Másrészt V (y) − V (x) ≥
−f(y) + f(x), azaz V (y) + f(y) ≥ V (x) + f(x) minden x < y-ra, tehát V + f
is monoton növő.

(ii) Legyen a ≤ x < y ≤ b. Tetszőleges x = x0 < x1 < . . . < xn = y
felosztásra

n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| =
n∑
i=1

|(g(xi)− g(xi−1))− (h(xi)− h(xi−1)| ≤

≤
n∑
i=1

((g(xi)− g(xi−1)) + (h(xi)− h(xi−1)) =

= g(y)− g(x) + h(y)− h(x).

Mivel ez minden felosztásra igaz, ezért

V (f ; [x, y]) = V (y)− V (x) ≤ g(y)− g(x) + h(y)− h(x),

azaz g(x)+h(x)−V (x) ≤ g(y)+h(y)−V (y). Ez azt jelenti, hogy az g+h−V
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Megoldások 215

függvény monoton nő [a, b]-ben. Legyen n = (g+h−V )/2. Ekkor g = f +h =
f + (2n− g + V ), amiből g = n+ (V + f)/2 és h = g − f = n+ (V − f)/2.

251. Legyen a = x0 < x1 < . . . < xn = b egy tetszőleges felosztás. Ekkor

|f(xi)− f(xi−1)| =

∣∣∣∣∣
∫ xi

xi−1

g dλ

∣∣∣∣∣ ≤
∫ xi

xi−1

|g| dλ,

és így
n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| ≤
n∑
i=1

∫ xi

xi−1

|g| dλ =

∫ b

a
|g| dλ.

Ez minden felosztásra igaz, ezért V (f ; [a, b]) ≤
∫ b

a
|g| dλ. Mivel pedig az integ-

rál véges, ezért f korlátos változású.

Most belátjuk, hogy V (f ; [a, b]) ≥
∫ b

a
|g| dλ. Legyen ε > 0 adott. Tudjuk,

hogy van olyan φ lépcsősfüggvény [a, b]-n, hogy
∫ b

a
|g− φ| dλ < ε (l. a 190. fel-

adatot). Legyen Φ(x) =

∫ x

a
φ(x) dx minden x ∈ [a, b]-re. Könnyű ellenőrizni,

hogy a V (Φ; [a, b]) =

∫ b

a
|φ| dλ egyenlőség minden konstans φ függvényre, és

így minden lépcsősfüggvényre is igaz. Mármost

|V (f ; [a, b])− V (Φ; [a, b])| ≤ V (f − Φ; [a, b]) ≤
∫ b

a
|g − φ| dλ < ε,

ahol az utolsó előtti egyenlőtlenség a feladat már bizonyított állításából követke-
zik. Így

V (f ; [a, b]) ≥ V (Φ; [a, b])| − ε =

∫ b

a
|φ| dλ− ε ≥

≥
∫ b

a
|g| dλ−

∫ b

a
|g − φ| dλ− ε >

∫ b

a
|g| dλ− 2ε.

Mivel ez minden ε > 0-ra igaz, ezért V (f ; [a, b]) ≥
∫ b

a
|g| dλ.

252. Legyen a = x0 < x1 < . . . < xn = b egy tetszőleges felosztás. A 228.
feladat állításának felhasználásával azt kapjuk, hogy

|f(xi)− f(xi−1)| ≤ λ(f([xi−1, xi])) ≤
∫
[xi−1,xi]

|f ′| dλ.
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Így
n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| ≤
∫
[a,b]
|f ′| dλ.

Mivel ez minden felosztásra igaz, ezért V (f ; [a, b]) ≤
∫
[a,b]
|f ′| dλ.

253. Legyen f(x) = 0 minden x ∈ [−1, 0]-ra, és f(x) = x2 · sinx−3/2 minden
x ∈ (0, 1]-re. Megmutatjuk, hogy f differenciálható és korlátos változású [−1, 1]-
ben, de a V (x) = V (f ; [−1, x]) függvény nem differenciálható a 0 pontban.

Az, hogy f differenciálható és korlátos változású [0, 1]-ben, nyilvánvaló a
248. feladatból. Mivel f jobb oldali deriváltja a nulla pontban 0, ezért f differen-
ciálható [−1, 1]-ben. Világos, hogy f korlátos változású ugyanitt.

Legyen xk = (kπ + (π/2))−2/3 (k = 0, 1, . . .). Ekkor 1 > x1 > x2 > . . . és
sin(x

−3/2
k ) = (−1)k minden k-ra. Így minden 1 ≤ k < K-ra

V (xk) = V (f ; [−1, xk]) ≥
K∑

n=k+1

|f(xn)− f(xn−1)| ≥

≥
K∑

n=k+1

x2n−1 >

K∑
n=k+1

(nπ)−4/3.

Mivel ez minden K-ra igaz, ezért V (xk) ≥ π−4/3 ·
∞∑

n=k+1

n−4/3. Mármost

∞∑
n=k+1

n−4/3 >

∫ ∞
k+1

x−4/3dx = 3 · (k + 1)−1/3 ≥ 3 · (2k)−1/3 > k−1/3,

tehát V (xk) ≥ π−4/3k−1/3. Ebből
V (xk)

xk
>

(kπ)2/3

π4/3k1/3
→∞, ha k →∞, és így

V nem differenciálható 0-ban.

254. Az állítás nem igaz. Legyen f az előző (253.) feladat megoldásában konst-
ruált függvény. Tegyük fel, hogy f = g − h, ahol g és h monoton és differen-
ciálható függvények [−1, 1]-en. Mivel f nem monoton, ezért g és h mindketten
monoton növőek vagy monoton csökkenőek. Feltehetjük, hogy g és h monoton
növőek [−1, 1]-en. A 250. feladat szerint van olyan n : [a, b]→ R monoton növő
függvény, hogy g = V+f

2 + n. Tudjuk, hogy van olyan xk → 0, xk > 0 sorozat,
hogy V (xk)/xk →∞. Ekkor

g(xk)− g(0)

xk
=
V (xk)

2xk
+
f(xk)− f(0)

2xk
+
n(xk)− n(0)

xk
≥

≥ V (xk)

2xk
+
f(xk)− f(0)

2xk
→∞+ f ′(0)/2.
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Így g nem differenciálható 0-ban, ami ellentmondás.

255. Az f + g és c · f függvények abszolút folytonossága nyilvánvaló. Mivel
f, g abszolút folytonosak, ezért folytonosak, és így korlátosak [a, b]-ben. Te-
gyük fel, hogy |f |, |g| ≤ K. Legyen ε > 0 adott. Mivel az f és g függ-
vények abszolút folytonosak, létezik egy δ > 0 szám a következő tulajdon-
sággal: ha [a1, b1], . . . , [an, bn] egymásba nem nyúló intervallumok, melyekre
n∑
i=1

(bi − ai) < δ, akkor
n∑
i=1

|f(bi) − f(ai)| < ε és
n∑
i=1

|g(bi) − g(ai)| < ε.

Így ekkor
n∑
i=1

|f(bi)g(bi)− f(ai)g(ai)| ≤
n∑
i=1

|f(bi)| · |g(bi)− g(ai)|+

+

n∑
i=1

|g(ai)| · |f(bi)− f(ai)| ≤ K · ε+K · ε.

Mivel ε tetszőleges volt, ez bizonyítja, hogy f · g is abszolút folytonos.

256. Legyenek [a1, b1], . . . , [an, bn] egymásba nem nyúló intervallumok, melyek-

re 0 ≤ a1 ≤ b1 ≤ a2 ≤ b2 ≤ . . . an ≤ bn ≤ 1 és
n∑
i=1

(bi − ai) < δ. Meg kell

becsülnünk az S =

n∑
i=1

(
√
bi −
√
ai) összeget.

Legyen 0 < a < 1. Mivel (
√
x)′ = 1/2

√
x ≤ 1/2

√
a minden a ≤ x ≤ 1-re,

ezért |
√
x−√y| ≤ (1/2

√
a) · |x− y| minden x, y ∈ [a, 1]-re.

Feltehetjük, hogy az a = ak egy alkalmas k-ra. Ha ugyanis ez nem igaz,
és a az egyik intervallum belső pontja, akkor az intervallumot a-nál kettévág-
juk. Egyébként a rendszerhez hozzáveszünk egy rövid [a, a + η] intervallumot
úgy, hogy az intervallumok továbbra is egymásba nem nyúlóak legyenek, és az
összhosszuk továbbra is kisebb legyen, mint δ. Legyen tehát a = ak. Ekkor
k−1∑
i=1

(
√
bi −
√
ai) ≤

√
a, és

n∑
i=k

(
√
bi −
√
ai) ≤

n∑
i=1

1

2
√
a
· (bi − ai) ≤

δ

2
√
a
.

Így S ≤
√
a+ (δ/2

√
a).

Ha tehát ε > 0 adott, akkor a-t (ε/2)2-nek, δ-t pedig ε2/2-nek választva
S ≤ ε teljesülni fog. Így δ = ε2/2 jó válaszás.

257. Jelöljük Vx-szel f totális variációját [a, x]-ben. Belátjuk, hogy lim
x→a+0

Vx =

0. A Vx függvény monoton növő. Ha lim
x→a+0

Vx = 0 nem igaz, akkor lim
x→a+0

Vx =
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c > 0, és Vx ≥ c minden a < x ≤ b-re. Az f függvény a pontbeli folytonossága
alapján válaszhatunk egy η > 0 számot úgy, hogy |f(x) − f(a)| < c/4 minden
a ≤ x < a+ η-ra.

Legyen a < y0 < a + η rögzített. Mivel Vy0 > c/2, létezik egy a = x0 <

x1 < . . . < xn = y0 felosztás, amelyre
n∑
i=1

|f(xi) − f(xi−1)| > c/2. Mivel

|f(x1) − f(a)| < c/4, ezért
n∑
i=2

|f(xi) − f(xi−1)| > c/4. Legyen y1 = x1. A

fenti okoskodást megismételve kapunk egy a < y2 < y1 számot és az [y2, y1]
intervallumnak egy felosztását, amelyhez tartozó variációs összeg > c/4. Az el-
járást folytatva kapjuk az y0 > y1 > . . . számokat úgy, hogy minden k-ra az
[yk+1, yk] intervallumnak van olyan felosztása, amelyhez tartozó variációs összeg
> c/4. Ha egyesítjük az első k ilyen felosztást, akkor egy olyan felosztást ka-
punk, amelyhez tartozó variációs összeg > kc/4. Így azt kapjuk, hogy f totális
variációja [a, b]-ben végtelen, ami ellentmond a feltételnek. Ezzel beláttuk, hogy

lim
x→a+0

Vx = 0.

Legyen ε > 0 adott. A fentiek szerint van olyan a < d < b, hogy Vd <
ε/2. Mivel f abszolút folytonos [d, b]-ben, van olyan δ > 0, hogy valahány-
szor [a1, b1], . . . , [an, bn] egymásba nem nyúló intervallumok [d, b]-ben, melyekre
n∑
i=1

(bi − ai) < δ, akkor
n∑
i=1

|f(bi)− f(ai)| < ε/2.

Belátjuk, hogy erre a δ-ra teljesül, hogy ha [a1, b1], . . . , [an, bn] egymásba

nem nyúló intervallumok [a, b]-ben, melyekre
n∑
i=1

(bi−ai) < δ, akkor
n∑
i=1

|f(bi)−

f(ai)| < ε.
Feltehetjük, hogy a ≤ a1 ≤ b1 ≤ a2 ≤ b2 ≤ . . . an ≤ bn ≤ b. Megismételve

az előző (256.) feladat megoldásának gondolatmenetét azt is feltehetjük, hogy

d = ak egy alkalmas k-ra. Ekkor
k−1∑
i=1

|f(bi)− f(ai)| ≤ Vd < ε/2 és
n∑
i=k

|f(bi)−

f(ai)| < ε/2 a δ szám választása miatt. Így
n∑
i=1

|f(bi) − f(ai)| < ε, amivel az

állítást beláttuk.
Mivel ε tetszőleges volt, ezzel beláttuk, hogy f abszolút folytonos [a, b]-ben.

258. Legyen C a Cantor-halmaz és f a Cantor-függény. Legyen δ > 0 adott.
Mivel a Cantor-halmaz nullmértékű és kompakt, ezért lefedhető véges sok δ-nál
kisebb összhosszúságú intervallummal. Feltehetjük, hogy az intervallumok egy-
másba nem nyúlóak, mert diszjunktáljuk őket, majd a kapott intervallumoknak
vesszük a lezártját. Vannak tehát olyan [a1, b1], . . . , [an, bn] egymásba nem nyúló
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intervallumok, melyekre C ⊂ ∪ni=1[ai, bi], és
n∑
i=1

(bi− ai) < δ. Mivel f monoton

növő, ezért
n⋃
i=1

[f(ai), f(bi)] ⊃ f(C) = f([0, 1]) = [0, 1],

tehát
n∑
i=1

(f(bi)− f(ai)) ≥ 1. Ezzel beláttuk, hogy hogy ε = 1-hez nincs jó δ, és

így a Cantor-függvény nem abszolút folytonos.

259. A rövidség kedvéért írjunk fα,β helyett f -et. Ha f nem korlátos változású,

akkor van olyan x1 > x2 > . . . > 0 sorozat, hogy
∞∑
n=1

|f(xn)−f(xn+1)| =∞ (l.

a 248. feladat megoldását). Nyilvánvaló, hogy ekkor f nem lehet abszolút foly-
tonos. (Később látni fogjuk, hogy minden abszolút folytonos függvény korlátos
változású, lásd a 268. feladatot.) Tehát f csak akkor lehet abszolút folytonos, ha
korlátos változású. Így a 257. feladat állításából következik, hogy f akkor és csak
akkor abszolút folytonos, ha korlátos változású. A 248. feladat állítása szerint
ennek pontos feltétele α+ β > 0.

Még be kell látnunk, hogy f ′ akkor és csak akkor Lebesgue-integrálható [0, 1]-
ben, ha α + β > 0. A a 257. feladat megoldásában láttuk, hogy ha α + β > 0,

akkor az
∫ 1

0
|f ′|, dx improprius integrál konvergens, ekkor tehát f ′ Lebesgue-

integrálható. Most belátjuk, hogy ha α + β ≤ 0, akkor f ′ nem Lebesgue-
integrálható [0, 1]-ben. Ha xβ ∈ [2kπ, 2kπ + π/3], akkor cosxβ ≥ 1/2. Mivel
x−β → 0, ha x → 0 + 0, ezért (57) szerint |f ′(x)| ≥ xα+β−1 · |β|/4, ha k elég
nagy. Legyen Ik = [(2kπ + π/3)1/β, (2kπ)1/β]. Ekkor |Ik| ≥ γ · k(1/β)−1, ahol
γ egy csak β-tól függő pozitív konstans. Így∫

Ik

|f ′| dx ≥ (2kπ)(α+β−1)/β · (|β|/4) · |Ik| ≥ δ · kα/β,

ahol δ egy csak β-tól függő pozitív konstans. Ha α + β ≤ 0, akkor α/β ≥

−1, tehát
∑

kα/β divergens. Így
∞∑
k=1

∫
Ik

|f ′| dx = ∞, tehát f ′ nem Lebesgue-

integrálható [0, 1]-ben.

260. Tegyük fel, hogy f nem Lipschitz. Megmutatjuk, hogy semmilyen ε > 0-
hoz nem létezik olyan δ > 0, ami kielégítené a feltételt. Mert legyen δ > 0
tetszőleges. Legyen K = 2ε/δ. Mivel f nem Lipschitz, ezért vannak olyan
a ≤ c < d ≤ b számok, hogy |f(d)− f(c)| > K · (d− c). Sőt, a [c, d] intervallu-
mot választhatjuk akármilyen rövidnek is. Ha ugyanis |f(d)−f(c)|>K · (d−c),
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akkor a [c, d] intervallumot megfelezve a két félintervallum egyikére szintén fenn-
áll egy hasonló egyenlőtlenség. Van tehát egy [c, d] ⊂ [a, b] részintervallum úgy,
hogy d − c < δ/2, és |f(d) − f(c)| > K · (d − c). Legyen n olyan egész szám,
hogy

ε

K · (d− c)
≤ n < δ

d− c

teljesüljön. Az, hogy ilyen egész szám van, a K szám választásából és d −
c < δ/2-ből következik. Ha [ai, bi] = [c, d] minden i = 1, ..., n-re, akkor
n∑
i=1

(bi−ai) = n · (d − c) < δ, de
n∑
i=1

|f(bi) − f(ai)| = n · |f(d) − f(c)| ≥

n ·K · (d− c) ≥ ε. Ez ellentmondás, amivel az állítást beláttuk.

261. Legyen ε > 0 adott. Ekkor van egy δ > 0 úgy, hogy ha [ai, bi] ⊂ [a, b]

(i = 1, . . . , n) egymásba nem nyúló intervallumok, melyekre
n∑
i=1

(bi − ai) < δ,

akkor
n∑
i=1

|f(bi)− f(ai)| < δ.

Belátjuk, hogy ha [ai, bi] ⊂ [a, b] (i = 1, . . . , n) egymásba nem nyúló inter-

vallumok, melyekre
n∑
i=1

(bi − ai) < δ, akkor
n∑
i=1

|V (bi) − V (ai)| ≤ ε. Ebből

nyilvánvalóan következik, hogy V abszolút folytonos. Legyen η > 0 adott. Ek-
kor minden i = 1, . . . , n-re van olyan ai = xi,0 < xi,1 < . . . < xi,ni = bi

felosztás, hogy
ni∑
j=1

|f(xi,j) − f(xi,j−1)| > V (bi) − V (ai) − η. Az [xi,j−1, xi,j ]

(i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , ni) intervallumok egymásba nem nyúlóak, és az össz-

hosszuk
n∑
i=1

(bi−ai)<δ. Így δ választása folytán
n∑
i=1

ni∑
j=1

|f(xi,j)−f(xi,j−1)|<ε.

Ebből
n∑
i=1

|V (bi)− V (ai)| < ε+ n · η.

Mivel η tetszőleges volt, ezért
n∑
i=1

|V (bi) − V (ai)| ≤ ε, amivel az (i) állítást

beláttuk. Ebből (ii) nyilvánvaló, hiszen ha f abszolút folytonos, akkor (i) alapján
a (V + f)/2 és (V − f)/2 függvények is abszolút folytonosak, és egyszersmind
monoton növőek.

262. Tegyük fel, hogy f : [a, b] → R abszolút folytonos, és H ⊂ [a, b] null-
mértékű. Legyen ε > 0 adott. Az abszolút folytonosság definíciója szerint van
olyan δ > 0, hogy ha [a1, b1], . . . , [an, bn] egymásba nem nyúló intervallumok,
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melyekre
n∑
i=1

(bi − ai) < δ, akkor
n∑
i=1

|f(bi)− f(ai)| < ε.

Mivel λ(H) = 0, ezért vannak olyan I1, I2, . . . intervallumok, melyek lefedik

H-t, és
∞∑
n=1

|In| < δ. Az intervallumokat kicsit megnyújtva feltehetjük, hogy

mindegyik In intervallum balról zárt és jobbról nyílt. Ekkor minden n-re In \⋃
m<n

Im előáll mint véges sok diszjunkt balról zárt és jobbról nyílt intervallum

uniója (lásd a 20. feladatot). Ezek az intervallumok együttesen lefedik H-t, és az
összhosszuk < δ. Legyen [an, bn) ezen intervallumok egy felsorolása. Világos,

hogy az [an, bn] intervallumok egymásba nem nyúlóak, és
∞∑
n=1

(bn − an) < δ.

Mivel f folytonos, ezért felveszi a minimumát és a maximumát az [an, bn]
intervallumban. Legyen mn = min

[an,bn]
f = f(cn) és Mn = max

[an,bn]
f = f(dn), ahol

cn, dn ∈ [an, bn]. Ekkor f([an, bn]) = [mn,Mn], tehát

f(H) ⊂
∞⋃
n=1

f([an, bn]) =
∞⋃
n=1

[mn,Mn] =
∞⋃
n=1

[f(cn), f(dn)]. (58)

Legyen Jn = [cn, dn], ha cn ≤ dn, és legyen Jn = [dn, cn], ha cn > dn. Ekkor

a Jn intervallumok egymásba nem nyúlóak, és
∞∑
n=1

|Jn| < δ. A δ szám választása

szerint
n∑
i=1

|f(ci)− f(di)| =
n∑
i=1

|Mi −mi| < ε minden n-re. Ezért (58) alapján

λ(f(H)) ≤
∞∑
n=1

(f(dn) − f(cn)) ≤ ε. Mivel ε tetszőleges volt, ez bizonyítja,

hogy λ(f(H)) = 0, így f (N) tulajdonságú.

263. Legyen A = {x ∈ [a, b] : f ′(x) = 0}. A feltétel szerint B = [a, b] \ A
nullmértékű. Mivel az előző (262.) feladat állítása szerint f (N) tulajdonságú,
ezért f(B) nullmértékű. Másrészt f(A) is nullmértékű a 109. feladat állítása
szerint. Így f([a, b]) = f(A) ∪ f(B) is nullmértékű. Azonban f folytonos, ezért
f([a, b]) egy intervallum. Ez csak úgy lehetséges, ha f([a, b]) elfajuló, tehát f
konstans.

264. Legyen P ⊂ [a, b] pozitív mértékű és sehol sem sűrű zárt halmaz. Legyenek
[a, b]\P komponensei (an, bn) (n = 1, 2, . . .). Legyen f(x) = x minden x ∈ P -
re. Az (an, bn) kiegészítő intervallumban az f függvényt úgy fogjuk megkonst-
ruálni, hogy lineáris legyen az In = [an, (an + bn)/2] és Jn = [(an + bn)/2, bn]
intervallumok mindegyikében.
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Minden ilyen f függvény rendelkezik az (N) tulajdonsággal. Ha ugyanis
λ(H) = 0, akkor f(H ∩ P ) = H ∩ P nullmértékű, továbbá f(H ∩ In) és
f(H ∩ Jn) szintén nullmértékű minden n-re, hiszen az In, Jn intervallumokban
f lineáris.

Az [a, b] \
n⋃
i=1

(ai, bi) halmaz n + 1 zárt intervallum uniója (amelyek között

lehetnek elfajulóak). Jelölje cn ezen intervallumok hosszainak maximumát. Mivel
P sehol sem sűrű, ezért könnyen láthatóan cn → 0, ha n → ∞. Világos, hogy a
(cn) sorozat monoton csökkenő.

Definiáljuk f -et a következőképpen: legyen f((an + bn)/2) = bn + 2cn, és
legyen f lineáris az In és Jn intervallumok mindegyikében. Megmutatjuk, hogy
ekkor f folytonos [0, 1]-ben, és egy megszámlálható halmaz kivételével P minden
elemét végtelen sokszor veszi fel.

Az f függvény nyilvánvalóan folytonos az (an, bn) intervallumok mindegyi-
kében. Belátjuk, hogy minden x ∈ P pontban is folytonos. Mivel a P halmazra
megszorítva f folytonos, ezért elég megmutatni, hogy ha xn → x és xn /∈ P ,
akkor f(xn) → f(x) = x. Ez nyilvánvaló, ha x az egyik (ak, bk) intervallum
végpontja, és xn ∈ (ak, bk) minden n-re. Ezért feltehetjük, hogy xn ∈ (akn , bkn),
ahol kn → ∞. Ekkor akn < f(xn) ≤ bkn + 2ckn . Mármost akn → x, bkn → x
és ckn → 0, így f(xn)→ x.

Végül belátjuk, hogy ha x ∈ P , x > 0 és x 6= bn (n = 1, 2, . . .), akkor f az
x értéket végtelen sok helyen felveszi. Legyen bin a {bi : i ≤ n, bi < x} halmaz
legnagyobb eleme minden n-re. Ekkor a cn szám választása szerint cn ≥ x− bin .
Így f(ain) = ain < x és f((ain + bin)/2) = bin + 2cin ≥ bin + 2cn > x,
tehát f felveszi az x értéket az Iin intervallum belsejében. Mivel n → ∞ esetén
in →∞, ezért f az x értéket végtelen sok pontban felveszi.

265. Az állítás nem igaz. Megmutatjuk, hogy az előző (264.) feladat megol-
dásában konstruált függvény ellenpélda. Legyenek az (a, b) \ P nyílt halmaz
komponensei (an, bn) (n = 1, 2, . . .). Legyen P ′ = P \ {0, b1, b2, . . .}. Az előző
(264.) feladat megoldásában láttuk, hogy minden y ∈ P ′-re végtelen sok olyan
x ∈ [a, b] \ P pont van, amelyre f(x) = y. Ebből következik, hogy végtelen
sok olyan n van, amelyre f felveszi az y értéket az (an, bn) intervallumban. Más

szóval P ′ ⊂
∞⋃
n=N

f((an, bn)) minden N -re.

Legyen δ > 0 tetszőleges. Ekkor van olyan N , hogy az E =

∞⋃
n=N

(an, bn)

halmaz mértéke kisebb mint δ. Mivel E képe tartalmazza a fix pozitív mértékű
P ′ halmazt, ez bizonyítja, hogy f nem (S) tulajdonságú.

266. A 262. feladat megoldásának gondolatmenetét követjük. Legyen ε > 0
adott. Ekkor van olyan δ > 0, hogy ha [ai, bi] (i = 1, ..., n) egymásba nem nyúló
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intervallumok [a, b]-ben, melyekre
n∑
i=1

(bi−ai)<δ, akkor
n∑
i=1

|f(bi)− f(ai)| < ε.

Megmutatjuk, hogy ha A ⊂ [a, b] és λ(A) < δ, akkor λ(f(A)) ≤ ε. Legye-
nek I1, I2, . . . olyan intervallumok, amelyek lefedik A-t és az összhosszuk < δ.
Az In intervallumokat úgy is megválaszthatjuk, hogy páronként diszjunktak le-
gyenek (lásd a 262. feladat megoldását). Legyen f minimuma, illetve maximuma
a cl In zárt intervallumon mn, illetve Mn, és legyenek an, bn olyan pontok cl In-
ben, melyekre f(an) = mn és f(bn) = Mn. Ekkor az [an, bn] intervallumok28

egymásba nem nyúlóak és az összhosszuk < δ. Így δ választása folytán

n∑
i=1

(Mi −mi) =

n∑
i=1

|f(bi)− f(ai)| < ε

minden n-re, tehát
∞∑
i=1

(Mi−mi) ≤ ε. Mivel f(Ii) ⊂ [mi,Mi] minden i-re, ezért

az [mi,Mi] intervallumok lefedik f(A)-t, tehát λ(f(A)) ≤ ε.

267. Tegyük fel (i)-et. Ha λ(H) = 0, akkor λ(f(H)) < ε minden ε > 0-ra
teljesül, tehát λ(f(H)) = 0. Így f (N) tulajdonságú. JelöljükN(y)-nal f−1({y})
számosságát, ha ez véges, illetve legyen N(y) = ∞, ha f−1({y}) végtelen. A
247. feladat állítása szerint az N függvény Borel-mérhető R-en. Belátjuk, hogy
N véges m.m.

Ha ez nem igaz, akkor az Y = {y ∈ R : N(y) = ∞} halmaz mérhető és po-
zitív mértékű. Legyen F ⊂ Y pozitív mértékű zárt halmaz. Ekkor A = f−1(F )
mérhető részhalmaza [a, b]-nek (lásd a 138. feladatot). Az 165. feladat állítása
szerint van olyan mérhető A1 ⊂ A halmaz, amelyet f kölcsönösen egyértelműen
F -re képez. Mivel N(y) = ∞ minden y ∈ F -re, ezért f(A \ A1) = F . Így is-
mét alkalmazva 165. feladat állítását találunk egy mérhető A2 ⊂ A \A1 halmazt,
amelyet f kölcsönösen egyértelműen F -re képez. Az eljárást folytatava kapjuk a
páronként diszjunkt és mérhető A1, A2, . . . halmazokat [a, b]-ben, amelyek mind-
egyikét f kölcsönösen egyértelműen F -re képezi. AzAn halmazok között vannak
akármilyen kis mértékűek. Azonban F mértéke pozitív, és ellentmond az (i) fel-
tételnek. Ezzel beláttuk, hogy (i)-ből következik (ii).

Most tegyük fel (ii)-t. Ha (i) nem teljesül, akkor van olyan ε > 0, hogy min-
den n-re van olyan An ⊂ [a, b] halmaz, hogy λ(An) < 1/n2 és λ(f(An)) ≥ ε.
Megmutatjuk, hogy az An halmazokat úgy is választhatjuk, hogy az f(An) hal-
mazok mérhetőek legyenek. Valóban, legyenAn ⊂ Bn, aholBn olyan Lebesgue-
mérhető halmaz, amelyre λ(Bn) = λ(An) (l. a 96. feladatot). Ekkor Bn =
Cn ∪Dn, ahol Cn Fσ halmaz és λ(Dn) = 0 (l. a 101. feladat (ii) állítását). Ekkor
λ(Cn) = λ(Bn) = λ(An) < 1/n2.

28Ha bn < an, akkor [an, bn] alatt értsük a [bn, an] intervallumot.
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Mivel f (N) tulajdonságú, ezért λ(f(Dn)) = 0, tehát λ(f(Cn)) =
λ(f(Bn)) ≥ λ(f(An)) ≥ ε. Másrészt f folytonossága miatt az f(Cn) halmaz
Fσ, tehát mérhető minden n-re.

Feltehetjük tehát, hogy az f(An) halmazok mérhetőek.
Legyen A = lim sup

n→∞
An. Ekkor λ(A) = 0 a Borel–Cantelli-lemma első

állítása szerint (64. feladat). Mivel f (N) tulajdonságú, ezért λ(f(A)) = 0. Más-
részt λ(f(An)) ≥ ε minden n-re, tehát a 62. feladat szerint λ(B) ≥ ε, ahol
B = lim sup

n→∞
f(An). Így az Y = B \ f(A) halmaz pozitív mértékű. Ha y ∈ Y ,

akkor y ∈ f(An) végtelen sok n-re, de y /∈ f(A). Ez azt jelenti, hogy az f−1({y}
halmaz végtelen kell, hogy legyen, mert különben volna olyan x, hogy f(x) = y
és x ∈ An végtelen sok n-re. Ez azonban lehetetlen, mert ekkor x ∈ A és
y ∈ f(A). Ezzel beláttuk, hogy (ii)-ből következik (i).

268. Tegyük fel, hogy f : [a, b]→ R abszolút folytonos. Ekkor létezik egy δ > 0
a következő tulajdonsággal: ha az [ai, bi] ⊂ [a, b] (i = 1, . . . , n) intervallumok

egymásba nem nyúlóak és
n∑
i=1

(bi − ai) < δ, akkor
n∑
i=1

|f(bi) − f(ai)| < 1.

Legyen a = c0 < c1 < . . . < ck = b egy olyan felosztás, amelynek az osztóin-
tervallumai rövidebbek δ-nál. Ekkor f totális variációja a [cj−1, cj ] intervallumon
legfeljebb 1 minden j = 1, . . . , k-ra. Ugyanis tetszőleges cj−1 = x0 < x1 <
. . . < xn = cj felosztásra az [xi−1, xi] intervallumok egymásba nem nyúlóak és
n∑
i=1

(xi−xi−1) = cj−cj−1 < δ, tehát
n∑
i=1

|f(xi)−f(xi−1)| < 1. Ezzel beláttuk,

hogy f totális variációja a [cj−1, cj ] intervallumokon legfeljebb 1, ezért f korlátos
változású [0, 1]-ben. Mivel f nyilvánvanóan folytonos, és (N) tulajdonságú is a
262. feladat szerint, így a feladat „csak akkor” részét beláttuk.

Az állítás másik irányát bizonyítandó tegyük fel, hogy f folytonos, korlátos
változású és (N) tulajdonságú. Ekkor Banach tétele szerint (247. feladat) f m.m.
értéket csak véges sokszor vesz fel, tehát a 267. feladat szerint f (S) tulajdonságú.
Jelöljük N(y)-nal f−1({y}) számosságát, ha ez véges, illetve legyen N(y) =∞,
ha f−1({y}) végtelen.

Legyenek [ai, bi] ⊂ [a, b] (i = 1, . . . , n) egymásba nem nyúló intervallumok.
Legyen Ji = f((ai, bi)) minden i-re. Ekkor J1, J2, . . . olyan (esetleg elfajuló)

intervallumok, melyekre |Ji| ≥ |f(bi) − f(ai)| minden i-re. Ha J =
∞⋃
i=1

Ji,

akkor

∞∑
i=1

|f(bi)− f(ai)| ≤
∞∑
i=1

|Ji| =
∞∑
i=1

∫
J
χJi dλ =

∫
J

∞∑
i=1

χJi dλ ≤
∫
J
N dλ.

(59)
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A
∞∑
i=1

χJi ≤ N egyenlőtlenség abból következik, hogy az (ai, bi) intervallumok

páronként diszjunktak. Mármost N integrálható R-en a 247. feladat szerint. Így a
206. feladat állítása szerint minden ε > 0-hoz van olyan η > 0, hogy ha B ⊂ R
és λ(B) < η, akkor

∫
B
N dλ < ε.

Az f függvény (S) tulajdonsága alapján alkalmas δ > 0-ra, ha
n∑
i=1

(bi− ai) <

δ, akkor λ(J) < η, és így (59)-ben
∫
J
N dλ < ε. Ezzel beláttuk, hogy f abszolút

folytonos.

269. A Cantor-függvény folytonos és korlátos változású (hiszen monoton), de
nem (N) tulajdonságú, mert f(C) = [0, 1]. A 249. feladat megoldásában konst-
ruált függvény folytonos és (N) tulajdonságú, de nem korlátos változású. A χ{0}
függvény [0, 1]-ben korlátos változású és (N) tulajdonságú, de nem folytonos.

270. A 267. feladat szerint elég belátni, hogy ha f : [a, b] → R differenciálható,
akkor (N) tulajdonságú, és m.m. értéket csak véges sokszor vesz fel.

Legyen H ⊂ [a, b], λ(H) = 0. Ekkor a 228. feladat állításából adódik, hogy
λ(f(H)) = 0. (Ez a 224. feladatból is adódik, mert minden differenciálható
függvény lokálisan Lipschitz.) Ezzel beláttuk, hogy f (N) tulajdonságú. Jelöl-
jük Y -nal azon y ∈ R értékek halmazát, amelyeket f végtelen sokszor vesz fel.
Minden y ∈ Y -ra válasszunk egy xy ∈ [a, b] pontot, amely torlódási pontja az
f−1({y}) halmaznak. Világos, hogy f ′(xy) = 0 minden y ∈ Y -ra. Az 109. fel-
adat szerint az U = {f(x) : f ′(x) = 0} halmaz nullmértékű. Mivel Y ⊂ U , ezért
λ(Y ) = 0. Ezzel beláttuk, hogy f m.m. értéket csak véges sok helyen vesz fel,
amivel a feladatot megoldottuk.

271. Tudjuk, hogy µf ({x}) egyenlő f ugrásával x-ben (lásd a 219. feladat (iii)
állítását). Ha µf abszolút folytonos λ-re nézve, akkor µf ({x}) = 0 minden x ∈
[a, b)-re (hiszen λ({x}) = 0), tehát f folytonos.

Mivel f monoton növő, így korlátos változású. Mivel folytonos is, ezért akkor
és csak akkor abszolút folytonos, ha (N) tulajdonságú. Azt kell tehát belátni, hogy
folytonos f esetén µf akkor és csak akkor abszolút folytonos λ-re nézve, ha f (N)
tulajdonságú.

Az 219. feladat (iii) állítása szerint µf (H) = λ(f(H)) minden H ⊂ [a, b)-re.
Ebből az állítás azonnal következik. Ha ugyanis f (N) tulajdonságú és H ⊂ [a, b)
nullmértékű, akkor λ(f(H)) = 0, tehát µf (H) = 0, és így µf abszolút folytonos
λ-re nézve. Megfordítva, ha µf abszolút folytonos λ-re nézve és H ⊂ [a, b)
nullmértékű, akkor µf (H) = 0 és így λ(f(H)) = 0, tehát f (N) tulajdonságú.

272. Tegyük fel először, hogy f abszolút folytonos és monoton növő. Ekkor
µf abszolút folytonos λ-ra nézve a 271. feladat szerint. Mivel λ véges [a, b]-
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n, ezért alkalmazhatjuk a Radon–Nikodym-tételt. Azt kapjuk, hogy van olyan

g : [a, b] → R Lebesgue-integrálható függvény, hogy µf (A) =

∫
A
g dλ minden

A ⊂ [a, b] Lebesgue-mérhető halmazra. Ezt az A = [a, x) halmazra alkalmazva
azt kapjuk, hogy

f(x)− f(a) = µf ([a, x)) =

∫
[a,x)

g dλ =

∫ x

a
g dλ.

Ezzel a feladat állításának ’csak akkor’ részét abszolút folytonos és monoton növő
függvényekre beláttuk.

Ha f abszolút folytonos, akkor a 261. feladat (ii) állítása szerint f = f1 − f2,
ahol f1, f2 abszolút folytonos és monoton növő [a, b]-n. Így a fentiek szerint van-

nak g1, g2 Lebesgue-integrálható függvények, melyekre fi(x) = fi(a)+

∫ x

a
gi dλ

minden x ∈ [a, b]-re és i = 1, 2-re. Ekkor g = g1 − g2 Lebesgue-integrálható, és

f(x) = f(a) +

∫ x

a
g dλ minden x ∈ [a, b]-re.

Most legyen g : [a, b] → R Lebesgue-integrálható. A 206. feladat állítása
szerint minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy haB ⊂ [a, b] mérhető és λ(B) <

δ, akkor
∫
B
|g| dλ < ε. Legyenek [ai, bi] ⊂ [a, b] (i = 1, . . . , n) egymásba nem

nyúló intervallumok, melyekre
n∑
i=1

(bi−ai) < δ. Ekkor aB =
n⋃
i=1

[ai, bi] halmazra

λ(B) < δ, tehát

n∑
i=1

|f(bi)−f(ai)| =
n∑
i=1

∣∣∣∣∫ bi

ai

g dλ

∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
i=1

∫ bi

ai

|g| dλ =

∫
B
|g| dλ < ε.

Ezzel beláttuk, hogy f abszolút folytonos.

273. Tegyük fel, hogy g : [a, b]→ R Riemann-integrálható, és f(x) =

∫ x

a
g(t) dt

minden x ∈ [a, b]-re. Ekkor g korlátos, és így f Lipschitz. Mivel g m.m. foly-
tonos (l. a 112. feladatot), ezért van olyan A ⊂ [a, b] halmaz, hogy [a, b] \ A
nullmértékű, és g folytonos az A halmaz pontjaiban. Ekkor f differenciálható
minden x ∈ A pontban, és itt f ′(x) = g(x). Ezzel a feltétel szükségességét
beláttuk.

A másik irányt bizonyítandó tegyük fel, hogy f(a) = 0, f Lipschitz, és van
olyan A ⊂ [a, b] halmaz, hogy [a, b] \ A nullmértékű, f differenciálható A pont-
jaiban, és f ′ az [a, b] \ A halmazra megszorítva folytonos. Tegyük fel, hogy
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|f(y)− f(x)| ≤ K · |y − x| minden x, y ∈ [a, b]-re. Ekkor |f ′(x)| ≤ K minden
olyan x pontban, ahol f differenciálható. Így |f ′(x)| ≤ K minden x ∈ A-ra.

Legyen g(x) = lim sup
y∈A, y→x

f ′(y) minden x ∈ [a, b]-re. Ekkor |g| ≤ K

mindenütt [a, b]-n, és g(x) = f ′(x) minden x ∈ A-ra, hiszen x ∈ A esetén
lim sup
y∈A, y→x

f ′(y) = f ′(x). Könnyen látható, hogy g folytonos minden x ∈ A-ra.

Ha ugyanis x ∈ A és |f ′(y) − f ′(x)| < ε minden y ∈ A, |y − x| < δ esetén,
akkor könnyen láthatóan |g(y)− g(x)| ≤ ε minden |y − x| < δ-ra.

Így g korlátos és m.m. folytonos, tehát Riemann-integrálható. LegyenF (x) =∫ x

a
g(t) dt (x ∈ [a, b]). Ekkor F Lipschitz, és F ′(x) = g(x) = f ′(x) minden

x ∈ A-ra. Az F − f függvény Lipschitz, tehát abszolút folytonos, és a deriváltja
m.m. nulla. Ebből következik (l. a 263. feladatot), hogy F − f konstans. Mivel
F (a)− f(a) = 0, ezért f ≡ F , amivel az állítást beláttuk.

274. Legyen f : R → [0,∞] olyan Lebesgue-integrálható függvény, amelynek
minden racionális pontban ∞ a határértéke (ilyen függvény van a 200. feladat

szerint). Legyen F (x) =

∫ x

a
f dλ minden x ∈ [a, b]-re. Ekkor F abszolút foly-

tonos [a, b]-ben, és F ′(x) = ∞ minden racionális x ∈ (a, b)-re. Ha F Lipschitz
volna egy [c, d] ⊂ [a, b] intervallumban, akkor F ′ véges lenne (c, d) racionális
pontjaiban, ami lehetetlen.

275. Legyen F ⊂ [0, 1] egy pozitív mértékű és sehol sem sűrű zárt halmaz, és

legyen g = χF . Belátjuk, hogy az f(x) =

∫ x

0
χF dλ (x ∈ [0, 1]) függvény

kielégíti a feltételeket. Világos, hogy f abszolút folytonos (sőt Lipschitz). Jelöl-
jük P -vel azon x pontok halmazát, melyekre λ((x − δ, x + δ) ∩ F ) > 0 minden
δ > 0-ra. Könnyű belátni, hogy P zárt, és sehol sem sűrű, hiszen P ⊂ F . Tegyük
fel először, hogy (c, d) ∩ P 6= ∅. Ekkor P definíciója szerint λ((c, d) ∩ F ) > 0,

és így f(d) − f(c) =

∫ d

c
χF dλ = λ((c, d) ∩ F ) > 0, azaz f(d) > f(c).

Most tegyük fel, hogy (c, d) ∩ P = ∅. Ekkor minden x ∈ (c, d) pontnak van
olyan környezete, amelynek F -fel vett metszete nullmértékű. Borel lefedési téte-
le szerint (c, d) minden zárt részintervalluma lefedhető véges sok ilyen interval-
lummal, tehát (c, d) lefedhető megszámlálhatóan sok ilyen intervallummal. Így

λ((c, d) ∩ F ) = 0, amiből f(d)− f(c) =

∫ d

c
χF dλ = 0, azaz f(d) = f(c). Ezt

(c, d) részintervallumaira alkalmazva kapjuk, hogy f konstans (c, d)-ben.

Még be kell látnunk, hogy P 6= ∅. Tegyük fel, hogy P = ∅. Ekkor a fentiek
szerint f konstans (0, 1)-ben. Ez azonban lehetetlen, mert f folytonos, és f(1)−
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f(0) =

∫ 1

0
χF dλ = λ(F ) > 0.

276. Legyen f(1/n) = 1/n2, ha n páros, f(1/n) = 0, ha n páratlan, legyen f
lineáris az [1/(n + 1), 1/n] intervallumokban minden n = 1, 2, . . .-re, és legyen
f(0) = 0. Nyilvánvaló, hogy f folytonos és korlátos változású [0, 1]-ben. Ha
0 < c < 1, akkor f Lipschitz, tehát abszolút folytonos a [c, 1] intervallumban. A
257. feladat állítása szerint f abszolút folytonos [0, 1]-ben. A 256. feladat állítása
szerint

√
x is abszolút folytonos [0, 1]-ben. Azonban

√
f nem abszolút folytonos

[0, 1]-ben, mert nem korlátos változású.

277. Az állítás nem igaz. A 266. feladat állítása szerint minden abszolút folyto-
nos függvény (S) tulajdonságú. Nyilvánvaló, hogy ez a tulajdonság megőrződik a
kompozíció során. A 265. feladat megoldásában konstruáltunk egy olyan folyto-
nos függvényt, amely (N) tulajdonságú, de nem (S) tulajdonságú, és így nem áll
elő két abszolút folytonos függvény kompozíciójaként.

278. Az állítás nem igaz. Az 254. feladat állítása szerint van olyan f : [a, b]→ R
differenciálható és korlátos változású függvény, amely nem áll elő két differenci-
álható monoton függvény különbségeként. Mármost minden differenciálható és
korlátos változású függvény abszolút folytonos, mert (N) tulajdonságú, sőt (S)
tulajdonságú (lásd a 270. és 268. feladatokat).

279. A 266. feladat állítása szerint minden abszolút folytonos függvény (S) tulaj-
donságú. Mivel az (S) tulajdonság megőrződik a kompozíció során, ezzel belát-
tuk, hogy a feltétel szükséges.

Most tegyük fel, hogy f folytonos és (S) tulajdonságú. Legyen m = min
[a,b]

f

és M = max
[a,b]

f . Jelöljük N(y)-nal f−1({y}) számosságát, ha ez véges, illetve

legyen N(y) = ∞, ha f−1({y}) végtelen. Az (S) tulajdonságból következik,
hogy N véges m.m. (lásd a 267. feladatot). Így 0 < 1/N ≤ 1 m.m. [m,M ]-ben.
Legyen s(x) = 1/N(x), ha x ∈ [m,M ], és legyen s(x) = 1, ha x /∈ [m,M ].
Ekkor s Lebesgue-integrálható minden korlátos intervallumon. Legyen U(x) =∫ x

0
s dλ. Ekkor U szigorúan monoton növő és Lipschitz, tehát abszolút folytonos

minden korlátos intervallumon.
Mivel f = U−1 ◦ (U ◦ f), ezért elég belátni, hogy U−1 és U ◦ f abszolút

folytonosak. Az U−1 függvény folytonos és monoton, tehát a Banach–Zareckij-
tétel szerint az abszolút folytonosságához elég belátni, hogy (N) tulajdonságú.

Legyen A ⊂ R nullmértékű, és legyen B = U−1(A). Az U függvény m.m.
deriválható, és a deriváltja 1 vagy 1/N . (Itt felhasználjuk a 310. feladat állítását.)
Így U ′ > 0 majdnem mindenütt. A 230. feladat állításából következik, hogy ha
λ(B) > 0, akkor

λ(A) = λ(U(B)) ≥
∫
B
U ′ dλ > 0,
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ami lehetetlen. Ezzel beláttuk, hogy λ(B) = 0, tehát az U függvény (N) tulaj-
donságú, és így abszolút folytonos.

Az U ◦ f függvény folytonos és (N) tulajdonságú, hiszen U és f mindeketten
azok. Így a Banach–Zareckij-tétel szerint (268. feladat) azU◦f függvény abszolút
folytonosságához elég belátni, hogy korlátos változású. Jelöljük s(y)-nal (U ◦
f)−1({y}) számosságát, ha ez véges, illetve legyen s(y) = ∞, ha f−1({y})
végtelen. A 247. feladat állítása szerint azt kell megmutatni, hogy

∫
R
s dλ <∞.

Mivel U szigorúan monoton növő, ezért (U ◦ f)−1({y}) = f−1({U−1(y)}),
tehát s(y) = N(U−1(y)) minden y-ra. Mármost∫

R
s dλ =

∫ U(M)

U(m)
s dλ =

∫ U(M)

U(m)
N(U−1(y)) dλ(y) =

=

∫ M

m
N · U ′ dλ =

∫ M

m
1 dλ = M −m <∞.

Itt a helyettesítéses integrálás képletét alkalmaztuk:∫ U(M)

U(m)
g ◦ U−1 dλ =

∫ M

m
g · U ′ dλ

tetszőleges g : [m,M ] → R Lebesgue-integrálható függvényre. Ez könnyen el-
lenőrizhető először abban az esetben, amikor g egy intervallum karakterisztikus
függvénye, aztán lépcsősfüggvény, végül tetszőleges Lebesgue-integrálható függ-
vény. Ezzel beláttuk, hogy U ◦ f abszolút folytonos.

280. Mivel (µ(A) = 0) ⇐⇒ (ν(A) = 0) ⇐⇒ (A = ∅), ezért µ és ν
nyilvánvalóan abszolút folytonosak egymásra nézve. A µ mértéknek van Radon–
Nikodym-deriváltja ν-re nézve, nevezetesen az azonosan∞ függvény, más szóval

µ(A) =

∫
A
∞ dν minden A ⊂ X-re. Ez nyilvánvaló mind az A = ∅, mind pedig

az A 6= ∅ esetben.
A ν mértéknek nincs Radon–Nikodym-deriváltja µ-re nézve. Ha ugyanis

ν(A) =

∫
A
f dµ minden A ⊂ X-re, akkor ez az A = {x} egyelemű halmaz-

ra is igaz kellene, hogy legyen. Azonban ν({x}) = 1, míg
∫
{x}

f dµ értéke csak

0 vagy ±∞ lehet.

281. Legyen ϑ(B) =

∫
B
f dµ minden B ∈ C-re. Ekkor ϑ előjeles mérték C-n,

amely nyilvánvalóan abszolút folytonos µ-re nézve. A feltétel szerint az (X, C, µ)
mértéktér σ-véges, tehát alkalmazhatjuk a Radon–Nikodym-tételt. Azt kapjuk,

hogy van olyan C szerint mérhető g függvény, hogy
∫
B
g dµ =

∫
B
f dµ minden

B ∈ C-re. Éppen ezt akartuk bizonyítani.

www.interkonyv.hu Hungarian Edition © Typotex

© Laczkovich Miklós



i
i

“MertekFeladatok_0706” — 2018/7/6 — 10:23 — page 230 — #230 i
i

i
i

i
i

230 Megoldások

Ha C véges, akkor van olyan X = A1 ∪ . . . ∪ An diszjunkt felbontás, hogy
Ai ∈ C minden i-re, és C minden eleme előáll mint néhány Ai uniója. Az
(X,A, C) mértéktér σ-végességéből következik, hogy µ(Ai) < ∞ minden i-
re. A g függvénynek mindegyik Ai-n konstansnak kell lennie. Világos, hogy

ha µ(Ai) > 0, akkor g(x) = 1
u(Ai)

·
∫
Ai

f dµminden x ∈ Ai-re, vagyis g egyenlő

f átlagával Ai-n. Ha µ(Ai) = 0, akkor g tetszőleges lehet Ai-n (sőt, nem is kell,
hogy definiálva legyen Ai-n).

282. Legyen X = Z, A = P (Z), és legyen µ a számosságmérték P (Z)-n.
Világos, hogy az (X,A, µ) mértéktér σ-véges. Legyen f = χ{0}. Ekkor f in-

tegrálható X-en, és
∫
X
f dµ = 1. Legyen C = {∅, X}. Ekkor nincs olyan C

szerint mérhető g : X → R függvény, amelyre az
∫
X
g dµ integrál létezik, és∫

X
f dµ =

∫
X
g dµ. Ugyanis az

∫
X
g dµ integrál csak akkor létezhet, ha g kons-

tans X-en. Mivel µ(X) =∞, ezért az
∫
X
g dµ integrál értéke csak nulla és ±∞

lehet.

283. A µ mérték akkor és csak akkor abszolút folytonos ϑ-ra nézve, ha minden
A ∈ A-ra (ϑ(A) = 0) =⇒ (µ(A) = 0), azaz ha (µ(A) > 0) =⇒ (ϑ(A) > 0).
Ez pontosan akkor teljesül, ha f > 0 µ-m.m. (Lásd a 204. feladatot.)

Tegyük fel, hogy f > 0 µ-m.m., és legyen g a µ mérték Radon–Nikodym-
deriváltja ϑ-ra nézve. Ez azt jelenti, hogy

µ(H) =

∫
H
g dϑ (60)

minden H ∈ A-ra. Legyen A ∈ A, és tegyük fel, hogy 0 < µ(A) < ∞.
Belátjuk, hogy g = 1/f µ-m.m. A-n. Legyenek p < q pozitív számok, és
legyen H = A(g > q > p > 1/f). Ekkor f > 1/p a H halmazon, tehát

ϑ(H) =

∫
H
f dµ ≥ µ(H)/p, és

∫
H
g dϑ ≥ q · ϑ(H) ≥ µ(H) · (q/p). Így

(60)-ból µ(H) ≥ µ(H) · (q/p). Mivel q/p > 1, ezért µ(H) = 0. Egy hasonló
okoskodás mutatja, hogy ha p < q pozitív számok, és E = A(g < p < q < 1/f),
akkor µ(E) = 0. Tehát g = 1/f µ-m.m. A-n.

Ha f ≡ ∞ az A halmazon, ahol 0 < µ(A) < ∞, akkor a fentiek szerint
g = 0 µ-m.m. A-n. Ekkor azonban (60) szerint µ(A) = 0, ami lehetetlen.

Azt kaptuk, hogy ha µ-nek van Radon–Nikodym-deriváltja ϑ-ra nézve, akkor
az X(f =∞) halmaz minden mérhető részhalmazának a µ-mértéke 0 vagy∞.

Megmutatjuk, hogy ez a feltétel (azzal együtt, hogy f > 0 µ-m.m.) elégséges
is a Radon–Nikodym-derivált létezéséhez. Tegyük fel, hogy a fenti feltétel telje-
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sül, és legyen g(x) = 1/f(x), ha f(x) <∞, és legyen g(x) =∞, ha f(x) =∞.
Belátjuk, hogy (60) teljesül minden H ∈ A-ra.

Tegyük fel először, hogy µ(H) σ-véges. Ekkor f < ∞ µ-m.m. H-n. Va-

lóban, legyen H =

∞⋃
n=1

Hn, ahol µ(Hn) < ∞ minden n-re. A feltétel szerint

az Hn(f = ∞) halmaz minden mérhető részhalmazának a µ-mértéke 0 vagy∞.
Mivel µ(Hn) < ∞, ezért µ(Hn(f = ∞)) = 0. Ez minden n-re igaz, tehát
µ(H(f =∞)) = 0.

Így a Hn(f < k) halmazok egy nullmértékű halmaz híján lefedik H-t. Mivel

ϑ(Hn(f < k)) ≤ k · µ(Hn) <∞,

ezért ϑ(H) szintén σ-véges. Így alkalmazhatjuk a Radon–Nikodym-tételt, és azt
kapjuk, hogy µ-nek van Radon–Nikodym-deriváltja ϑ-ra nézve H-n. Legyen ez a
h függvény. Mint láttuk, a H(h 6= 1/f) halmaz minden mérhető részhalmazának
a µ-mértéke 0 vagy ∞. Mivel µ(H) σ-véges, ezért szükségképpen µ(H(h 6=
1/f)) = 0. Tehát h = g µ-m.m. H-n, és így (60) fennáll.

Most tegyük fel, hogy µ(H) nem σ-véges. Ekkor ϑ(H) sem σ-véges. Tegyük

fel ugyanis, hogy H =
∞⋃
n=1

Hn, ahol ϑ(Hn) < ∞ minden n-re. Mivel ϑ(Hn) =∫
Hn

f dµ és f > 0 µ-m.m., ezért a 204. feladat (ii) állítása szerint µ(Hn) σ-véges.

Ez minden n-re igaz, ami lehetetlen, hiszen akkor µ(H) is σ-véges lenne.
Tehát ϑ(H) nem σ-véges. Mivel g > 0 mindenütt, ezért ismét a 204. feladat

(ii) állítását használva azt kapjuk, hogy (60) jobb oldalának értéke ∞. Mivel
µ(H) =∞, ezért (60) fennáll.

284. Legyen C = {B ∈ A : µ(B) = 0}. Világos, hogy C zárt a megszám-
lálható unióra. Legyen b = sup{ν(B) : B ∈ C}, és legyenek Bn ∈ C olyan

halmazok, melyekre ν(Bn)→ b. Ekkor S =

∞⋃
n=1

Bn ∈ C. Mivel ν(S) ≥ b, ezért

szükségképpen ν(S) = b, tehát S egy maximális ν-mértékű halmaz C-ben. Ezzel
(i)-et beláttuk.

Legyen ν σ-véges, és legyen X =

∞⋃
n=1

Xn, ahol ν(Xn) < ∞ minden n-

re. Ekkor (i)-et alkalmazva az Xn halmazon kapunk egy maximális ν-mértékű

Sn ⊂ Xn halmazt, amelyre µ(Sn) = 0. Legyen S =

∞⋃
n=1

Sn, ekkor µ(S) = 0.

Belátjuk, hogy ν abszolút folytonos µ-re nézve az A = X \ S halmazon. Legyen
B ⊂ A és µ(B) = 0. Ekkor µ(B ∩Xn) = 0. Mivel ν(Sn) ≤ ν(Xn) <∞, ezért
ν(Sn) maximalitása miatt ν(B ∩ Xn) = 0, hiszen különben a (B ∩ Xn) ∪ Sn
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halmaz ν-mértéke nagyobb volna ν(Sn)-nél, holott µ((B ∩Xn) ∪ Sn) = 0. Így
ν(B ∩Xn) = 0 minden n-re, tehát ν(B) = 0. Ezzel (ii)-t is beláttuk.

285. Az állítás igaz. Belátjuk, hogy ha α abszolút folytonos β-ra nézve, és f az
α mérték Radon–Nikodym-deriváltja β-ra nézve, akkor f/(f + 1) az α mérték
Radon–Nikodym-deriváltja α+ β-ra nézve.

Mivel α(H) =

∫
H
f dβ minden H ∈ A-ra és 0 ≤ α < ∞ mindenütt A-n,

ezért 0 ≤ f < ∞ β-m.m. X-en. Feltehetjük, hogy ez mindenütt igaz. Így
0 ≤ f/(f + 1) ≤ 1 mindenütt X-en. Azt kell belátni, hogy minden H ∈ A-ra

α(H) =

∫
H

f

f + 1
dα+

∫
H

f

f + 1
dβ. (61)

Elég belátni, hogy ∫
H

1

f + 1
dα =

∫
H

f

f + 1
dβ. (62)

Ha ugyanis (62) igaz, akkor mindkét oldalához hozzáadva
∫
H
f/(f + 1) dα-t

megkapjuk (61)-et. Mármost∫
H
g dα =

∫
H

(g · f) dβ (63)

minden nemnegatív mérhető g függvényre igaz. Ugyanis g = χB-re ez világos

abból, hogy α(H ∩ B) =

∫
H∩B

f dβ. Ebből az állítás azonnal következik egy-

szerű függvényekre, majd a monotonkonvergencia-tétel felhasználásával minden
nemnegatív mérhető függvényre. Ha (63)-at 1/(f + 1)-re alkalmazzuk, akkor
megkapjuk (62)-t.

Ha α nem abszolút folytonos β-ra nézve, akkor a következőképpen okoskod-
hatunk. Vegyünk egy olyan X = A ∪ S felbontást, amelyre α abszolút folytonos
β-ra nézve A-n, és β(S) = 0. Legyen

g(x) =

{
f(x)/(f(x) + 1), ha x ∈ A,
1, ha x ∈ S.

Belátjuk, hogy g az α Radon–Nikodym-deriváltja α+ β-ra nézve X-en. Azt kell
megmutatni, hogy

α(H) =

∫
H
g dα+

∫
H
g dβ (64)

minden H ∈ A-ra. Ha H ⊂ A, akkor ez igaz a már bizonyított eset szerint.
Legyen H ⊂ S. Azt kell belátni, hogy α(H) = α(H) + β(H), ami világos,
hiszen β(H) = 0.

286. Tegyük fel először, hogy ϑ σ-véges mérték A-n. A 284. feladat (ii) állítása
szerint van olyan X = A ∪ S felbontás, hogy ϑ abszolút folytonos µ-re nézve
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A-n, és µ(S) = 0. Legyen α(H) = ϑ(H ∩ A) és σ(H) = ϑ(H \ A) minden
H ∈ A-ra. Világos, hogy α és σ mértékek A-n és ϑ = α + σ. Ha H ∈ A és
µ(H) = 0, akkor µ(H ∩A) = 0, tehát A választása folytán ϑ(H ∩A) = 0, azaz
α(H) = 0. Így α abszolút folytonos µ-re nézve. Nyilvánvaló, hogy σ szinguláris
µ-re nézve.

Ha ϑ σ-véges előjeles mérték A-n, akkor a Hahn-felbontási tétel szerint van
olyan X = P ∪ Q felbontás, amelyre P,Q ∈ A, továbbá ϑ mérték AP -n, és
−ϑ mérték AQ-n. Világos, hogy ϑ σ-véges AP -n, és −ϑ σ-véges AQ-n. Ha ϑ =
αP +σP a ϑmérték µ-re vonatkozó Lebesgue-felbontásaAP -n és−ϑ = αQ+σQ
a−ϑmérték µ-re vonatkozó Lebesgue-felbontásaAQ-n, akkor könnyen láthatóan
ϑ = α+σ a ϑ Lebesgue-felbontásaA-n, ahol α(H) = αP (H ∩P )−αQ(H ∩Q)
és σ(H) = σP (H ∩ P )− σQ(H ∩Q) minden H ∈ A-ra.

287. Legyenek ϑ = α1 + σ1 és ϑ = α2 + σ2 Lebesgue-felbontások. Mivel σ1
és σ2 szingulárisak µ-re nézve, ezért vannak olyan N1, N2 ∈ A halmazok, hogy
µ(N1) = µ(N2) = 0, és σ1(A) = 0, valahányszor A ∈ A és A ∩ N1 = ∅, és
σ2(A) = 0, valahányszor A ∈ A és A ∩N2 = ∅. Legyen N = N1 ∪N2. Ekkor
µ(N) = 0, és σ1(A) = σ2(A) = 0, valahányszor A ∈ A és A ∩N = ∅.

Ha A ∈ A és A ∩ N = ∅, akkor tehát ϑ(A) = α1(A) + 0 = α2(A) + 0, és
így α1(A) = α2(A). Ha A ⊂ N , akkor α1(A) = α2(A) = 0, hiszen µ(A) = 0
és α1, α2 abszolút folytonosak µ-re nézve. Így tetszőleges A ∈ A-ra

µ1(A) = µ1(A \N) = µ2(A \N) = µ2(A).

Ezzel beláttuk, hogy α1 = α2.
Ha A ∈ A és A ⊂ N , akkor ϑ(A) = 0 + σ1(A) = 0 + σ2(A), és így

σ1(A) = σ2(A). Ha A ∩ N = ∅, akkor σ1(A) = σ2(A) = 0 az N halmaz
választása szerint. Így tetszőleges A ∈ A-ra

σ1(A) = σ1(A ∩N) = σ2(A ∩N) = σ2(A).

Ezzel beláttuk, hogy σ1 = σ2.

288. (i) A λmérték abszolút folytonos µ-re nézve, hiszen µ(A) = 0 eseténA = ∅
és λ(∅) = 0. Így a keresett Lebesgue-felbontás λ = λ+ 0.

(ii) Belátjuk, hogy µ-nek nincs Lebesgue-felbontása λ-ra nézve. Tegyük fel
ugyanis, hogy µ = α+σ egy Lebesgue-felbontás. Mivel σ szinguláris λ-ra nézve,
van olyan N halmaz, hogy λ(N) = 0 és σ(A) = 0, valahányszor A Lebesgue-
mérhető ésA∩N = ∅. Legyen x ∈ R\N tetszőleges. Mivel λ({x}) = 0, ezért α
abszolút folytonossága miatt α({x}) = 0. Így 1 = µ({x}) = α({x})+σ({x}) =
0 + 0, ami ellentmondás.

289. Tegyük fel, hogy ν szinguláris µ-re nézve. Ekkor van egy olyan S ∈ A
halmaz, hogy µ(S) = 0 és ν(X \ S) = 0. Ekkor a feladatban megfogalmazott
feltétel nyilván teljesül: minden ε > 0-ra legyen A = S.
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Most tegyük fel, hogy a feladatban megfogalmazott feltétel teljesül. Ekkor
vannak An ∈ A halmazok úgy, hogy µ(An) < 1/n2 és ν(X \ An) < 1/n2

minden n-re. Legyen S = lim sup
n→∞

An és T = lim sup
n→∞

(X \ An). A Borel–

Cantelli-lemma első állítása szerint (64. feladat) µ(S) = 0 és ν(T ) = 0. Mivel

X \ S = lim inf
n→∞

(X \An) ⊂ T,

ezért ν(X \ S) = 0, tehát ν szinguláris µ-re nézve.

290. Mivel f, g korlátos változásúak, ezéry f+g, f ·g és minden c ∈ R-re c ·f is
korlátos változású a 246. feladat állítása szerint. Mivel f ′(x) = g′(x) = 0 m.m.
x ∈ [a, b]-re, nyilvánvaló, hogy f+g, f ·g és c·f deriváltja is majdnem mindenütt
nulla.

291. Tegyük fel, hogy f szinguláris. Ekkor f ′ = 0 m.m., vagyis van olyan
A ⊂ [a, b] halmaz, hogy λ([a, b] \ A) = 0 és f ′(x) = 0 minden x ∈ A-ra. Ekkor
λ(f(A)) = 0 a 109. (vagy a 227.) feladat állítása szerint, amivel az (i)=⇒(ii)
implikációt beláttuk.

Most tegyük fel, hogy (ii) igaz. Hagyjuk el A-ból azokat a pontokat, ame-
lyekben f szakad. Az így kapott halmazra szintén teljesül, hogy λ(f(A)) = 0, és
az is, hogy λ([a, b] \A) = 0, hiszen csak megszámlálhatóan sok pontot hagytunk
el. A 219. feladat (iii) állítása szerint ekkor µf (A) = 0. Mivel λ([a, b] \ A) = 0,
ezért µf szinguláris λ-ra nézve. Ezzel a (ii)=⇒(iii) implikációt beláttuk.

Most tegyük fel, hogy µf szinguláris λ-ra nézve. Ekkor van olyan A ⊂ [a, b)
halmaz, amelyre λ([a, b) \ A) = 0 és µf (A) = 0. A 219. feladat (iii) állítása
szerint ekkor λ(f(A)) = 0. Ezzel beláttuk a (iii)=⇒(ii) implikációt.

Végül tegyük fel (ii)-t. Legyen ε > 0 tetszőleges. Ha Bε = A(D+f > ε),
akkor a 233. feladat állítása szerint λ(f(Bε)) ≥ ε · λ(Bε). Mivel Bε ⊂ A, ezért
λ(f(Bε)) = 0, tehát λ(Bε) = 0. Ez minden ε-ra igaz, így λ(A(D+f > 0)) = 0,
azaz D+f(x) = 0 m.m. x ∈ A pontra. Mivel λ([a, b] \ A) = 0, ezzel beláttuk,
hogy f jobb oldali deriváltja, f ′+ nulla m.m. [a, b]-ben. A g(x) = −f(−x) függ-
vény szintén monoton növő (a [−b,−a] intervallumban), és nyilvánvaló, hogy
szintén rendelkezik a (ii) tulajdonsággal. Így g′+ = 0 m.m., tehát f bal oldali
deriváltja is nulla Ezért f ′ = 0 m.m., amivel a (ii)=⇒(i) implikációt is beláttuk.

292. A feltétel szükségessége nyilvánvaló. Az elégségességet bizonyítandó le-
gyen a ≤ c < d ≤ b tetszőleges. Az f függvény monotonitásából nyilvánvaló,
hogy az (f(c), f(c+0)), (f(x−0), f(x+0)) (x ∈ D∩(c, d)) és (f(d−0), f(d))
nyílt intervallumok páronként diszjunktak, és részei (f(c), f(d))-nek. Ebből kö-
vetkezik, hogy

f(d)− f(c) ≥ (f(c+ 0)− f(c)) +
∑

x∈D∩(c,d)

uf (x) + (f(d)− f(d− 0)).
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Hasonló egyenlőtlenség teljesül az (a, c) és (d, b) számpárokra is. Ezt a három
egyenlőtlenséget összeadva azt kapjuk, hogy

f(b)− f(a) ≥ (f(a+ 0)− f(a)) +
∑

x∈D∩(a,b)

uf (x) + (f(b)− f(b− 0)).

Azonban a feltétel szerint itt egyenlőség áll. Ez csak úgy lehetséges, ha mind a
három egyenlőtlenségben egyenlőség áll. Ez bizonyítja (12)-t. Mivel ez minden
a ≤ c < d ≤ b-re igaz, így f tiszta ugrófüggvény.

293. Feltehetjük, hogy f balról folytonos. Ha ugyanis f értékét minden szakadási
pontban f bal oldali határértékére változtatjuk, akkor az így kapott f1 függvényre
teljesül, hogy monoton növő tiszta ugrófüggvény, és balról folytonos. Nem ne-
héz belátni, hogy ha egy x pontban f1 differenciálható, akkor f úgyszintén, és
f ′1(x) = f ′(x). Ha tehát f ′1 = 0 m.m., akkor f ′ = 0 m.m., tehát f szinguláris.

Legyen f : [a, b] → R monoton növő és balról folytonos tiszta ugrófüggvény, és
jelöljük A-val f folytonossági pontjainak halmazát. Ekkor [a, b] \ A megszám-
lálható, tehát nullmértékű. Ha megmutatjuk, hogy λ(f(A)) = 0, akkor a 291.
feladat állítása szerint következni fog, hogy f szinguláris. A tiszta ugrófüggvény
definíciója szerint

f(b)− f(a) = (f(a+ 0)− f(a)) +
∑

x∈(a,b)\A

uf (x) + (f(b)− f(b− 0)).

Az Ia = (f(a), f(a + 0)), Ib = (f(b − 0), f(b)) és Ix = (f(x − 0), f(x + 0))
(x ∈ (a, b) \ A) intervallumok páronként diszjunktak, részei az [f(a), f(b)]
intervallumnak, és az összhosszuk f(b) − f(a). Így az N = [f(a), f(b)] \Ia ∪ Ib ∪ ⋃

x∈(a,b)\A

Ix

 halmaz nullmértékű. Nyilvánvaló, hogy f(A) ⊂ N ,

ezért λ(f(A)) = 0.

294. Legyen f monoton növő [a, b]-ben. Legyen az f függvény (a, b)-beli szaka-
dási pontjainak halmaza {x1, x2, . . .}, és legyen x0 = a. Az uf (a) = f(a+ 0)−

f(a) és uf (b) = f(b)− f(b− 0) jelölést használva
∞∑
n=0

uf (xn) ≤ f(b)− f(a) az

f függvény monotonitása alapján. A h1 függvényt a következőképpen definiál-
juk. Legyen h1(a) = 0, továbbá minden x ∈ (a, b]-re legyen h1(x) azon uf (xn)
számok összege, amelyek n indexére teljesül xn < x. Nyilvánvaló, hogy h mo-
noton növő [a, b]-ben. A 82. feladat megoldásának gondolatmenete mutatja, hogy
h balról folytonos. Ugyanez a gondolatmenet azt is adja, hogy uh1(x) = uf (x)
minden x ∈ [a, b)-re. Ebből egyszerűen következik, hogy a h1 függvény értékeit
az xn pontokban megváltoztathatjuk úgy, hogy továbbra is monoton növő legyen,
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és [a, b) minden pontjában mind a bal oldali, mind pedig a jobb oldali ugrása meg-
egyezzen f megfelelő ugrásával. Jelöljük az így megváltoztatott függvényt h-val.
Legyen továbbá h(b) = h1(b) + uf (b). Ekkor h monoton növő, és a g = f − h
függvény folytonos [a, b]-n. Mivel

h(b)− h(a) =
∑
n

uf (xn) + uf (b) =
∑
n

uh(xn) + uh(b),

ezért h tiszta ugrófüggvény.
A g függvény monoton növő. Valóban, ha a ≤ c < d ≤ b és f folytonos a

c, d pontokban, akkor

h(d)− h(c) =
∑

c<xn<d

uf (xn) ≤ f(d)− f(c),

tehát g(d)− g(c) ≥ 0. Mivel g folytonos, ezért g(d)− g(c) ≥ 0 minden a ≤ c <
d ≤ b-re igaz.

295. Tegyük fel először, hogy f monoton növő és folytonos. Ekkor µf véges
mérték [a, b) Borel-halmazain. Így a 286. feladat állítása szerint µf -nek van
Lebesgue-felbontása λ-ra nézve. Legyen µf = α + σ a Lebesgue-felbontás.
Mivel µf véges [a, b) Borel-részhalmazain, ezért ugyanez igaz α-ra és σ-ra is.

Legyen g(x) = α([a, x)) és h(x) = σ([a, x)) minden x ∈ [a, b]-re. Világos,
hogy g és h monoton növő függvények [a, b]-n. Ekkor

f(x) = f(a) + µf ([a, x)) = f(a) +α([a, x)) + σ([a, x)) = f(a) + g(x) + h(x)

minden x ∈ [a, b]-re. Belátjuk, hogy g abszolút folytonos és h szinguláris.
Először azt látjuk be, hogy g és h balról folytonosak. Legyen xn ∈ [a, b]

monoton növő sorozat, és legyen lim
n→∞

xn = x. Ekkor [a, x1) ⊂ [a, x2) ⊂ . . . és
∞⋃
n=1

[a, xn) = [a, x), tehát

g(x) = α([a, x)) = lim
n→∞

α([a, xn)) = lim
n→∞

g(xn),

ami bizonyítja, hogy g balról folytonos. Ugyanígy látható be, hogy h is balról
folytonos.

Mármost µg és α véges mértékek [a, b) Borel-halmazain, amelyek megegyez-
nek a P1([a, b]) félgyűrűn. Valóban, ha a ≤ c < d ≤ b, akkor

µg([c, d)) = g(d)− g(c) = α([a, d))− α([a, c)) = α([c, d)).

Így µg és α megegyeznek a P1([a, b]) félgyűrűn által generált gyűrűn is. Ezért
a 80. feladat állítása szerint µg és α megegyeznek [a, b) Borel-halmazain. Ebből
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következik, hogy a µg = α Lebesgue–Stieltjes-mérték abszolút folytonos λ-ra
nézve. A 271. feladat állítása szerint ebből következik, hogy g abszolút folytonos.

Ugyanígy adódik, hogy µh = σ, tehát a µh Lebesgue–Stieltjes-mérték szin-
guláris λ-ra nézve. A 291. feladat állítása szerint ebből következik, hogy h szin-
guláris. Ezzel beláttuk, hogy f előáll a monoton és abszolút folytonos g + f(a)
és a monoton és szinguláris h függvény összegeként.

Most legyen f monoton növő (de nem feltétlenül folytonos). Az előző (294.)
feladat állítása szerint ekkor f = g1 + h1, ahol g1, h1 monoton növő függvények,
g1 folytonos, h1 pedig tiszta ugrófüggvény. A fentiek szerint g1 = g + h, ahol
g, h monoton növő függvények, g abszolút folytonos, h pedig szinguláris. Mivel
a 293. feladat állítása szerint h1 szinguláris, ezért f előáll a monoton és abszolút
folytonos g és a monoton és szinguláris h+ h1 függvény összegeként.

Ha f korlátos változású, akkor f = f1−f2, ahol f1, f2 monoton növő függvé-
nyek (l. a 250. feladat (i) állítását). A fentiek szerint f1 = g3+h3 és f2 = g4+h4,
ahol g3, g4, h3, h4 monoton növő függvények, g3, g4 abszolút folytonosak, h3, h4
pedig szingulárisak. Így f előáll az abszolút folytonos g3 − g4 és a szinguláris
h3 − h4 függvény összegeként.

Végül belátjuk, hogy az előállítás (konstans összeadandóktól eltekintve) egy-
értelmű. Tegyük fel, hogy f = g+h = G+H , ahol g és G abszolút folytonosak,
h,H pedig szingulárisak. Ekkor g − G = h − H . Ha g − G = h − H = c,
akkor a c függvény egyszerre abszolút folytonos és szinguláris. Így c′(x) = 0
m.m. x ∈ [a, b]-re, tehát a 263. feladat állítása szerint c konstans. Így g = G+ c
és h = H + c, amivel az állítást beláttuk.

296. Legyen A = {x ∈ (a, b) : D+f(x) <∞} és B = {x ∈ (a, b) : D−f(x) <
∞}. Világos, hogy (a, b)\E∞ = A∪B. Mivel f monoton növő, ezértD+f(x) ≥
0 ésD−f(x) ≥ 0 minden x-re. ÍgyD+f(x) ésD−f(x) véges minden x ∈ A∪B-

re, tehát a 234. feladat állítása szerint λ(f(A)) =

∫
A
D+f dλ és λ(f(B)) =∫

B
D−f dλ. Mivel f szinguláris, ezért f ′ = 0 m.m., és minden ilyen pontban

D+f(x) = D−f(x) = 0. Ezért D+f = 0 m.m. és D−f = 0 m.m., tehát
mindkét integrál értéke nulla. Így λ(f(A)) = λ(f(B)) = 0. Mármost

(f(a), f(b)) \ f(E∞)) ⊂ f(A) ∪ f(B),

hiszen f folytonos, tehát f(a, b) ⊃ (f(a), f(b)). Ebből (i) nyilvánvaló.
A (ii) állítást bizonyítandó vegyük észre, hogy f([a, b]\E∞) ⊂ [f(a), f(b)]\

f(E∞). Valóban, ha x ∈ [a, b] \ E∞, y ∈ E∞, és f(x) = f(y), akkor x 6= y
és f monotonitása alapján f konstans az [x, y] (vagy az [y, x]) intervallumon. Ez
azonban lehetetlen f ′(y) = ∞ miatt. Így (i) alapján f([a, b] \ E∞) nullmértékű,
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tehát (ii) azonnal következik a 219. feladat (iii) állításából.

297. A Cantor-halmaz pontjai az xε = 2 ·
∞∑
n=1

εn/3
n alakú számok, ahol ε =

(ε1, ε2, . . .) tetszőleges 0−1 sorozat. Legyen f a Cantor-függvény, ekkor f(xε) =
∞∑
n=1

εn/2
n minden ε 0− 1 sorozatra.

Legyen adott a k ≥ 2 egész szám, és legyen ε olyan 0 − 1 sorozat, amely-
ben nincs k egymás utáni 0 tag, sem pedig k egymás utáni 1 tag. Megmutatjuk,
hogy ekkor f ′(xε) = ∞. Nyilvánvaló, hogy xε a C Cantor-halmaznak kétoldali
torlódási pontja. Ezért elég belátni, hogy

lim
y→xε+0, y∈C

f(y)− f(xε)

y − xε
=∞ és lim

y→xε−0, y∈C

f(y)− f(xε)

y − xε
=∞. (65)

Ha ugyanis y1, y2 ∈ C, y1 < xε < y2 és (f(y) − f(xε))/(y − xε) > K min-
den y1 < y < y2 és y ∈ C \ {xε} számra, akkor könnyen láthatóan (f(y) −
f(xε))/(y − xε) > K minden y1 < y < y2, y 6= xε-ra is teljesül.

Legyen N > 1 adott, és legyen xε < y < xε + 1/3N , y ∈ C. Ekkor y = xη,
ahol η = (η1, η2, . . .) egy 0− 1 sorozat. Mivel xε < xη, ezért van olyan n, hogy
εi = ηi minden i < n-re, εn = 0 és ηn = 1. Másrészt xη < xε + 1/3N alapján
n ≥ N . Ekkor

f(y)− f(xε) =
∞∑
i=n

(ηi
2i
− εi

2i

)
≥ 1

2n
−

∞∑
i=n+1

εi
2i
≥

≥ 1

2n
−
(

1

2n
− 1

2n+k

)
=

1

2n+k
,

hiszen az εn+1, . . . , εn+k tagok között kell, hogy legyen legalább egy nulla. Más-
részt

y − xε = 2 ·
∞∑
i=n

(ηi
3i
− εi

3i

)
≤ 2 ·

∞∑
i=n

1

3i
=

1

3n−1
.

Így (f(y) − f(xε))/(y − xε) ≥ (3/2)n/(3 · 2k). Itt k fix, míg n → ∞, ha
y → xε + 0. Ezzel (65) első limeszrelációját beláttuk. A második ugyanígy
bizonyítható.

Az xε ∈ C szám akor és csak akkor racionális, ha az ε sorozat valahonnan
kezdve periodikus. Ha xε ∈ C racionális és a nevezője nem 3-hatvány, akkor az
ε sorozatban van végtelen sok nulla és végtelen sok 1 tag is, tehát az ε sorozatra
teljesül, hogy nincs benne k egymás utáni 0 tag, sem pedig k egymás utáni 1
tag, ahol k a periódus. Azt kaptuk, hogy f ′(x) = ∞ teljesül C minden olyan
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racionális pontjára, amelynek a nevezője nem 3-hatvány. Ilyen például az 1/4
szám.

298. Legyen U(x) = x2 · cos(1/x), ha x 6= 0, és legyen U(0) = 0. Könnyű
ellenőrizni, hogy U mindenütt differenciálható, U ′(0) = 0, és x 6= 0 esetén
U ′(x) = 2x ·cos(1/x)+f(x). Legyen v(x) = 2x ·cos(1/x) ha x 6= 0, és v(0) =
0. Ekkor v mindenütt folytonos, tehát van primitív függvénye R-en. Ha V ′ = v,
akkor (U − V )′ = f , amivel beláttuk, hogy f -nek az U − V függvény primitív
függvénye. Hasonlóan bizonyítható, hogy g-nek is van primitív függvénye.

Ha x 6= 0, akkor

g(x) = cos(1/x) = 1− 2 sin2(1/2x) = 1− 2f2(2x).

Ha f2-nek van primitív függvénye, akkor 1 − 2f2(2x)-nek is van. Legyen F
egy primitív függvény. Ekkor x 6= 0 esetén F ′(x) = g(x), valamint F ′(0) =
1 − 2f2(0) = 1. Mint láttuk, g-nek is van primitív függvénye; legyen G egy
primitív függvény. Ekkor (F − G)′(x) = g(x) − g(x) = 0, ha x 6= 0 és

(F − G)′(0) = 1 − 0 = 1. Eszerint a h(x) =

{
0, ha x 6= 0,
1, ha x = 0

függvénynek is

van primitív függvénye. Ez azonban lehetetlen, mert egy primitív függvény kons-
tans kell, hogy legyen a (−∞, 0) és (0,∞) félegyeneseken, tehát a folytonosság
miatt konstans kell, hogy legyen mindenütt, de akkor a nullában a deriváltja nul-
la és nem 1. Ezzel beláttuk, hogy f2-nek nincs primitív függvénye. Hasonlóan
bizonyítható, hogy g2-nek sincs primitív függvénye.

299. Legyen W (x) = x3/2 · cos(1/x), ha x 6= 0, és legyen W (0) = 0. Könnyű
ellenőrizni, hogy W mindenütt differenciálható, W ′(0) = 0, és x 6= 0 esetén
W ′(x) = (3/2)x1/2 · cos(1/x)− f(x). Legyen s(x) = (3/2)x1/2 · cos(1/x) ha
x 6= 0, és s(0) = 0. Ekkor s mindenütt folytonos, tehát van primitív függvénye
R-en. Ha S′ = s, akkor (S −W )′ = f , amivel beláttuk, hogy f -nek az S −W
függvény primitív függvénye.

Legyen g(x) = x1/2 sin(1/x), ha x 6= 0, és g(0) = 0. Világos, hogy g folytonos.
Az előző (298.) feladatban láttuk, hogy f · g-nek nincs primitív függvénye R-en.

300. A Borel-féle lefedési tételből következik, hogy f minden korlátos és zárt
intervallumon korlátos. Így f minden korlátos és zárt intervallumon Lebesgue-

integrálható. Legyen F (x) =

∫ x

0
f dλ (x ∈ R). Megmutatjuk, hogy F ′(x) =

f(x) minden x-re. Legyen ε > 0 adott, és legyen Ah = {y ∈ [x, x+ h] : |f(y)−
f(x)| ≥ ε} minden h > 0-ra. Legyen |f(y)| ≤ K minden y ∈ [x, x + 1]-re. Ha
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0 < h ≤ 1, akkor∣∣∣∣F (x+ h)− F (x)

h
− f(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1h ·
∫ x+h

x
(f(y)− f(x)) dλ

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

h
·
∫ x+h

x
|f(y)− f(x)| dλ ≤

≤ 1

h
·
∫
Ah

|f(y)− f(x)| dλ+
1

h
·
∫
[x,x+h]\Ah

|f(y)− f(x)| dλ ≤

≤ 2K · λ(Ah)

h
+ ε.

(66)

Mivel f approximatíve folytonos x-ben, ezért λ(Ah)/h → 0, ha h → 0. Így
(66) szerint

∣∣∣F (x+h)−F (x)
h − f(x)

∣∣∣ < 2ε, ha h elég kicsi. Ezzel beláttuk, hogy
lim

h→0+0
(F (x + h) − F (x))/h = f(x). Hasonló gondolatmenettel kapjuk, hogy

lim
h→0−0

(F (x+h)−F (x))/h = f(x), és így F ′(x) = f(x). Mivel ez minden x-re

igaz, ezért F primitív függvénye f -nek.

301. Jelöljük M -mel f szigorú lokális maximumhelyeinek halmazát. Minden
x ∈ M -re legyenek px, qx olyan racionális számok, melyekre px < x < qx és
f(y) < f(x) minden y ∈ (px, qx) és y 6= x esetén. Világos, hogy különböző x-
ekhez különböző (px, qx) párok tartoznak. Ebből azonnal adódik, hogy f szigorú
lokális maximumhelyeinek halmaza megszámlálható. Ugyanígy kapjuk, hogy f
szigorú lokális minimumhelyeinek halmaza is megszámlálható.

302. Tegyük fel, hogy f jobbról és balról is differenciálható c-ben, és f ′−(c) <
f ′+(c). Könnyű belátni, hogy ha f ′−(c) < p < f ′+(c), akkor az f(x)− p · x függ-
vénynek a c pont szigorú lokális minimumhelye. Hasonlóan, ha f ′−(c) > p >
f ′+(c), akkor az f(x)−p ·x függvénynek a c pont szigorú lokális maximumhelye.
Ha tehát vesszük az f(x) − p · x függvények szigorú lokális szélsőértékhelyei
halmazának unióját minden racionális p-re, akkor egy olyan megszámlálható hal-
mazt kapunk, amely minden olyan pontot tartalmaz, amelyben f bal és jobb oldali
deriváltjai léteznek de különbözőek.

303. Legyen A = {x ∈ [a, b] : D+f(x) < D+f(x) < ∞}. Ekkor A Borel-
mérhető a 173. feladat állítása szerint. Tegyük fel, hogy λ(A) > 0. Ekkor a 234.
feladat állítása szerint

λ(f(A)) =

∫
A
D+f dλ <

∫
A
D+f dλ = λ(f(A)),

ami lehetetlen. Így λ(A) = 0.
Legyen B = {x ∈ [a, b] : D+f(x) = ∞}. Ekkor B szintén Borel-mérhető,

és a 233. feladat állításából következik, hogy λ(f(B)) ≥ m · λ(B) minden m-re,
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tehát λ(B) = 0. Ezzel beláttuk, hogy f jobbról differenciálható m.m. x ∈ [a, b]
pontban.

Ezt a −f(−x) függvényre alkalmazva adódik, hogy f m.m. balról differen-
ciálható. Mivel megszámlálható sok pont kivételével a bal és jobb oldali derivált
megegyezik az előző (302.) feladat állítása szerint, ezért f m.m. differenciálható.

304. Mivel minden korlátos változású függvény két monoton függvény különb-
sége (l. a 250. feladat (i) állítását), ezért elég az állítást monoton növő függvé-
nyekre bizonyítani. Tegyük fel tehát, hogy f monoton növő. Az előző feladat
állítása szerint f m.m. differenciálható.

Osszuk fel [a, b]-t n egyenlő részre az a = x0 < x1 < . . . < xn = b pontok-
kal. Legyen gn(x) = (f(xi) − f(xi−1))/(xi − xi−1) minden x ∈ (xi−1, xi)-re
(i = 1, . . . , n). Könnyű belátni, hogy ha egy x pontban f differenciálható, yn <
x < zn minden n-re és zn− yn → 0, akkor (f(zn)− f(yn))/(zn− yn)→ f ′(x).
Ebből világos, hogy gn → f ′ m.m. x ∈ [a, b]-re. A Fatou-lemma szerint∫ b

a
f ′ dλ ≤ lim inf

n→∞

∫ b

a
gn dλ = f(b)− f(a),

tehát f ′ Lebesgue-integrálható.

305. Ha a ≤ x < y ≤ b, akkor minden n-re

f(y)− f(x)

y − x
=

∞∑
i=1

fi(y)− fi(x)

y − x
≥

n∑
i=1

fi(y)− fi(x)

y − x
,

hiszen a függvények monotonitása miatt mindegyik differenciahányados nemne-
gatív. Ebből következik, hogy ha az x ∈ (a, b) pontban mindegyik fn és f is

differenciálható, akkor f ′(x) ≥
n∑
i=1

f ′i(x). Mivel ez minden n-re igaz, ezért

f ′(x) ≥
∞∑
i=1

f ′i(x) minden ilyen pontban, tehát m.m.

Mivel a
∞∑
n=1

fn(a) sor konvergens (és az összege f(a)), ezért az fn függvé-

nyeket kicserélhetjük az fn − fn(a) függvényekre. Ez a csere nem befolyásolja a
szereplő függvények deriváltját (ahol létezik), sem a sor pontonkénti konvergen-
ciáját. Így feltehetjük, hogy fn(a) = 0 minden n-re. Ekkor 0 ≤ fn(x) ≤ fn(b)
minden n-re és minden x ∈ [a, b]-re.

Legyen sn =

n∑
i=1

fn minden n-re. Legyenek n1 < n2 < . . . olyan indexek,

amelyekre f(b) − snk(b) < 1/k2. Ekkor f − snk < 1/k2 mindenütt [a, b]-n,
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tehát a
∞∑
k=1

(f − snk) sor (egyenletesen) konvergens [a, b]. Legyen az összege g.

A
∞∑
k=1

(f − snk) sor tagjai szintén monoton növő függvények, tehát, amint láttuk,

∞∑
k=1

(f ′(x) − s′nk(x)) ≤ g′(x) m.m. x-re. Így a
∞∑
k=1

(f ′(x) − s′nk(x)) sor m.m.

konvergens, tehát f ′(x) − s′nk(x) → 0 m.m. x-re. Mivel m.m. x-re az s′n(x)
sorozat monoton nő, ezért m.m. x-re s′n(x)→ f ′(x), amivel az állítást beláttuk.

306. Feltehetjük, hogy H ⊂ [0, 1]. Azt kell belátnunk, hogy m.m. x ∈ H-ra
f ′(x) = 1, ahol f(x) = λ(H ∩ [0, x]). Legyen Gn olyan nyílt halmaz, amelyre
H ⊂ Gn és λ(Gn \H) < 1/2n, és legyen gn(x) = λ(Gn ∩ [0, x]). Ekkor gn− f
monoton nő, és 0 ≤ gn − f ≤ 1/2n. Így a

∑
n

(gn − f) sor konvergens, legyen

az összege G. Tudjuk, hogy m.m. pontban az f , gn, G függvények mindegyike
differenciálható. Egy ilyen x pontban

∑
n

(g′n(x)−f ′(x)) ≤ G′(x), tehát g′n(x)−

f ′(x) → 0. Mivel x ∈ H esetén g′n(x) = 1 minden n-re, ezért m.m. x ∈ H-ra
f ′(x) = 1.

307. Legyen A a H halmaz egy mérhető burka. A 119. feladat állítása szerint
λ(H ∩ I) = λ(A ∩ I) minden I mérhető halmazra, tehát minden intervallumra.
Ebből nyilvánvaló, hogy egy x0 pont akkor és csak akkor sűrűségi pontja H-nak,
ha sűrűségi pontja A-nak. Mivel az előző (306.) feladat állítása szerint m.m.
x ∈ A pont sűrűségi pontja A-nak, ezért m.m. x ∈ H pont sűrűségi pontja
H-nak.

308. Jelöljük f -fel a Cantor-függvényt (lásd a 169. feladatot). Terjesszük ki f -et
R-re úgy, hogy f(x) = 0 legyen minden x < 0-ra, és f(x) = 1 legyen minden
x > 1-re. Ekkor f : R → R monoton növő és folytonos. Legyen (rn) a raci-

onális számok egy sorozatba rendezése. Ekkor a
∞∑
n=1

1
2n f(x − rn) függvénysor

egyenletesen konvergens R-en, tehát az összege, f folytonos. Fubini tétele szerint
f ′ = 0 m.m., hiszen f(x − rn) deriváltja m.m. nulla. Az f függvény szigorúan
monoton növő. Valóban, ha x < y, akkor van olyan n, hogy x < rn < y. Mivel
a Cantor-függvény pozitív (0, 1)-ben, ezért f(x− rn) ≤ f(0) = 0 < f(y − rn),
amiből világos, hogy f(x) < f(y).

309. Tegyük fel, hogy az
∞∑
n=1

fn(x0) sor konvergens. Az fn függvényt kicserél-

hetjük fn− fn(x0)-ra; ez nem befolyásolja sem a szereplő függvények deriváltját
(ahol létezik), sem a függvénysor konvergenciáját, sem pedig az fn függvények
totális variációját. Feltehetjük tehát, hogy fn(x0) = 0 minden n-re.
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Legyen Vn = V (fn; [a, b]) minden n-re. A feltétel szerint a
∞∑
n=1

Vn sor

konvergens. Mivel |fn(x)| = |fn(x) − fn(x0)| ≤ Vn minden n-re és minden

x ∈ [a, b]-re, ezért a
∞∑
n=1

fn függvénysor mindenütt konvergens [a, b]-ben. Le-

gyen az összege f .
Legyen gn(x) = V (fn; [a, x]) minden n-re és minden x ∈ [a, b]-re. Ekkor

gn monoton növő függvény [a, b]-n. Mivel |gn| ≤ Vn mindenütt [a, b]-n, ezért a
∞∑
n=1

gn függvénysor mindenütt konvergens [a, b]-n. Ha
∞∑
n=1

gn = g, akkor Fubini

tétele szerint
∞∑
n=1

g′n = g′ m.m. [a, b]-n.

Könnyen látható, hogy gn − fn is monoton növő függvény [a, b]-n minden n-

re. Mivel
∞∑
n=1

(gn−fn) = g−f , ezért Fubini tétele szerint
∞∑
n=1

(g′n−f ′n) = g′−f ′

m.m. [a, b]-n. Így
∞∑
n=1

f ′n = f ′ m.m. [a, b]-n.

310. A 190. feladat állítása szerint minden n-re van olyan gn : [a, b] → R lép-

csősfüggvény, hogy
∫ b

a
|g − gn| dλ < 1/n2. Legyen fn(x) =

∫ x

a
gn dλ minden

x ∈ [a, b]-re. Ekkor f(x) − fn(x) =

∫ x

a
(g − gn) dλ minden x ∈ [a, b]-re,

tehát a 251. feladat állítása szerint f − fn korlátos változású, és V (fn; [a, b]) ≤
1/n2. Mivel f(a) − fn(a) = 0 minden n-re, ezért a 309. feladat állítása szerint

a
∞∑
n=1

(f ′ − f ′n) sor m.m. konvergens [a, b]-ben. Így f ′ − f ′n → 0, azaz f ′n → f ′

m.m. [a, b]-ben. Mivel fn egy lépcsősfüggvény integrálfüggvénye, ezért f ′n = gn
véges sok pont kivételével, tehát gn → f ′ m.m. [a, b]-ben. Azonban gn → g m.m.
[a, b]-ben (lásd a 180. feladatot), így f ′ = g m.m. [a, b]-ben.

311. Ha f : [a, b]→ R abszolút folytonos, akkor van olyan g Lebesgue-integrálható

függvény, hogy f(x) = f(a) +

∫ x

a
g dλ minden x ∈ [a, b]-re (lásd a 272. felada-

tot). Az 310. feladat állításából következik, hogy g = f ′ m.m.

312. Legyen f : [a, b]→ R szinguláris. Ekkor f korlátos változású, tehát f = g−
h, ahol f és g monoton növő függvények. Ekkor g és h m.m. differenciálhatóak,
és így g′ − h′ = f ′ = 0 m.m., hiszen f szinguláris. Az 304. feladat szerint g′

Lebesgue-integrálható [a, b]-ben. Legyen A(x) =

∫ x

a
g′ dλ minden x ∈ [a, b]-re.

Ekkor A′ = g′ m.m. [a, b]-ben.
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Az 304. feladat megoldásában azt is láttuk, hogy egy monoton növő függvény
deriváltjának az integrálja legfeljebb annyi, mint a függvény megváltozása. Így

minden a ≤ c < d ≤ b-re
∫ d

c
g′ dλ ≤ g(d) − g(c), azaz A(d) − A(c) ≤

g(d) − g(c). Mivel h′ = g′ m.m., ezért ugyanígy kapjuk, hogy A(d) − A(c) ≤
h(d) − h(c). Így g(c) − A(c) ≤ g(d) − A(d) és h(c) − A(c) ≤ H(d) − A(d)
minden a ≤ c < d ≤ b-re, tehát a g − A és h − A függvények monoton növőek
[a, b]-ben. Mivel (g −A)′ = g′ −A′ = 0 és (h−A)′ = g′ −A′ = 0 m.m., ezért
g −A és h−A szinguláris monoton növő függvények, melyek különbsége f .

313. Az (i)=⇒(ii) implikáció nyilvánvaló a Banach–Zareckij-tételből (268. fel-
adat) és abból, hogy minden differenciálható függvény (N) tulajdonságú. (Az
utóbbi állítást illetően lásd a 224., 228. és 270. feladatok bármelyikét.) A (ii)=⇒(iii)
implikáció nyilvánvaló a 311. feladat állításából. Végül a (iii)=⇒(i) implikáció
nyilvánvaló a 252. feladat állításából.

314. Feltehetjük, hogy f -nek az x0 pontban lokális minimuma van, mert külön-
ben áttérünk a−f függvényre. Azt is feltehetjük, hogy f(x0) = 0, mert különben
áttérünk az f−f(x0) függvényre. Ekkor van olyan η > 0, hogy f(x) ≥ 0 minden
x ∈ (x0 − η, x0 + η)-ra.

Legyen f primitív függvénye F . Tetszőleges 0 < h < η-ra F ′ = f ≥ 0
az I = [x0, x0 + h] intervallumban, tehát itt F monoton növő. Az előző (313.)
feladat állítása szerint F abszolút folytonos I-ben, tehát F (x0 + h) − F (x0) =∫ x0+h

x0

f dλ (felhasználva a 311. feladat állítását).

Legyen ε > 0 adott, és legyenAh = {x ∈ (x0, x0+h) : |f(x)−f(x0)| ≥ ε}.
Ekkor

F (x0 + h)− F (x0)

h
=

1

h
·
∫ x0+h

x0

f dλ ≥ 1

h
·
∫
Ah

f dλ ≥ 1

h
· ε · λ(Ah).

Mivel h→ 0 esetén (F (x0 + h)−F (x0))/h→ f(x0) = 0, ezért λ(Ah)/h→ 0.
Ugyanígy láthatjuk be, hogy λ(Bh)/h→ 0, aholBh = {x ∈ (x0−h, x0) : |f(x)−
f(x0)| ≥ ε}.

Ezzel beláttuk, hogy

lim
h→0+0

1
2h · λ({x ∈ (x0 − h, x0 + h) : |f(x)− f(x0)| ≥ ε}) = 0.

Mivel ez minden ε > 0-ra igaz, f approximatíve folytonos x0-ban.

315. Nyilvánvaló, hogy f ′s(x) = 0 minden x ∈ (0, 1) \ C-re. Belátjuk, hogy
f ′s(x) =∞ minden x ∈ (0, 1) ∩ C-re. Legyen x ∈ (0, 1) ∩ C tetszőleges. Ekkor

x = 2 ·
∞∑
n=1

εn/3
n, ahol εn = 0 vagy 1 minden n-re. Ha 2 · 3−n ≤ h ≤ 2 · 3−n+1,
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akkor εn = 0 esetén

f(x+ h)− f(x− h) ≥ f(x+ 2 · 3−n)− f(x) = 2−n,

míg εn = 1 esetén

f(x+ h)− f(x− h) ≥ f(x)− f(x− 2 · 3−n) = 2−n.

Tehát εn értékétől függetlenül

f(x+ h)− f(x− h)

2h
≥ 2−n

4 · 3−n+1
=

1

12
·
(

3

2

)n
.

Ebből világos, hogy h → 0 esetén (f(x + h) − f(x − h))/(2h) → ∞, azaz
f ′s(x) =∞.

316. Nincs olyan folytonos és nem-konstans függvény [a, b]-n, amelyre minden
x ∈ [a, b] pontban f ′(x) = 0 vagy f ′(x) =∞. Tegyük fel ugyanis, hogy f ilyen
függvény. Mivel f nem konstans, ezért van olyan pont, amelyben f ′(x) = ∞.
Másrészt f ′(x) =∞ csak egy nullmértékű halmaz pontjaiban állhat a 110. feladat
szerint, ezért olyan pont is van, amelyben f ′(x) = 0.

A g(x) = f(x) − x függvény folytonos, és nem monoton, hiszen van olyan
pont, amelyben a deriváltja −1, és olyan is van, amelyben a deriváltja végtelen.
Ezért van olyan x ∈ (a, b) pont, amelyben g-nek lokális szélsőértéke van. Ez
azonban lehetetlen, mert g′(x) = −1 vagy g′(x) = ∞, és így a g függvény vagy
szigorúan lokálisan nő, vagy pedig szigorúan lokálisan csökken x-ben.

Ha az f függvényről nem tesszük fel, hogy folytonos, csak azt, hogy nem
konstans, akkor nyilván van ilyen függvény. Legyen

f(x) =


−1, ha x < 0,
0, ha x = 0,
1, ha x > 0.

Az f függvénynek mindenütt nulla a deriváltja, kivéve a nulla pontban, ahol vég-
telen.

A feladat harmadik kérdése úgy szól, hogy van-e olyan függvény, amelyik
semmilyen intervallumban sem konstans, és a deriváltja minden pontban nulla
vagy végtelen. A feladatnak erre a részére kivételesen nem adunk megoldást,
és a választ sem áruljuk el. Az olvasónak most az egyszer segítség nélkül kell
megtalálnia a választ.

317. (i)=⇒(ii): Adott ε > 0-ra legyen A = {x ∈ G : |f(x) − f(x0)| ≥ ε}.
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Ekkor

1

λ(B(x0, r))
·
∫
B(x0,r)

|f(x)− f(x0)| dλ ≥

≥ 1

λ(B(x0, r))
·
∫
A∩B(x0,r)

|f(x)− f(x0)| dλ ≥

≥ ε · λ(A ∩B(x0, r))

λ(B(x0, r))
.

Ha x0 Lebesgue-pont, akkor r → 0 esetén a bal oldal nullához tart, tehát λ(A ∩
B(x0, r))/λ(B(x0, r))→ 0, és így f approximatíve folytonos x0-ban.

(i)=⇒(iii): Mivel

ϑ(B(x0, r))

λ(B(x0, r))
− f(x0) =

1

λ(B(x0, r))
·
∫
B(x0,r)

(f(x)− f(x0)) dλ,

ezért r → 0 esetén∣∣∣∣ϑ(B(x0, r))

λ(B(x0, r))
− f(x0)

∣∣∣∣ ≤ 1

λ(B(x0, r))
·
∫
B(x0,r)

|f(x)− f(x0)| dλ→ 0.

318. Az előző (317.) feladat állítását felhasználva csak azt kell belátnunk, hogy
ha f approximatíve folytonos x0-ban, akkor x0 Lebesgue-pontja f -nek. Tegyük
fel, hogy |f(x)| ≤ K ha |x − x0| < η. Adott 0 < ε < η-ra legyen A = {x ∈
G : |f(x)− f(x0)| ≥ ε}. Ekkor∫

B(x0,r)
|f(x)− f(x0)| dλ =

=

∫
B(x0,r)∩A

|f(x)− f(x0)| dλ+

∫
B(x0,r)\A

|f(x)− f(x0)| dλ ≤

≤ 2K · λ(B(x0, r) ∩A) + ε · λ(B(x0, r)),

tehát

1

λ(B(x0, r))
·
∫
B(x0,r)

|f(x)− f(x0)| dλ ≤ 2K · λ(B(x0, r) ∩A)

λ(B(x0, r))
+ ε.

Mármost f x0-beli approximatív folytonossága miatt

λ(B(x0, r) ∩A)/λ(B(x0, r))→ 0, ha r → 0,
ezért

1

λ(B(x0, r))
·
∫
B(x0,r)

|f(x)− f(x0)| dλ < 2ε,
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ha r elég kicsi. Mivel ez minden 0 < ε < η-ra igaz, ezért

1

λ(B(x0, r))
·
∫
B(x0,r)

|f(x)− f(x0)| dλ→ 0,

ha r → 0, tehát x0 Lebesgue-pontja f -nek.

319. Az f függvénynek van primitív függvénye a 298. feladat szerint. Legyen
F1 egy primitív függvény. Mivel f minden intervallumban Riemann-integrálható,

ezért a Newton–Leibniz-formula szerint
∫ x

0
f(t) dt = F1(x) − F1(0). Tudjuk,

hogy
∫ x

0
f dλ =

∫ x

0
f(t) dt (lásd a 193. feladatot), tehát F (x) =

∫ x

0
f(t) dt =

F1(x)− F1(0) minden x-re. Így F ′ = F ′1 = f .
Pontosan ugyanígy bizonyítható, hogy ha g(x) = cos(1/x), g(0) = 0 és

G(x) =

∫ x

0
g dλ (x ∈ R), akkor G′ = g mindenütt.

Most belátjuk, hogy az x = 0 pont nem Lebesgue-pontja f -nek. Minden
x > 0-ra∫ x

0
|f(t)− f(0)| dλ =

∫ x

0
| sin(1/t)| dλ ≥

∫ x

0
sin2(1/t) dλ =

=

∫ x

0
sin2(1/t) dt =

∫ x

0

1− cos(2/t)

2
dλ =

=
x

2
−G(x/2).

Mivel G′(0) = 0, ezért x→ 0 esetén G(x/2)/x→ 0. Így

lim inf
x→0+0

1

x
·
∫ x

0
|f(t)− f(0)| dλ ≥ lim inf

x→0+0

(
1

2
− G(x/2)

x

)
=

1

2
,

tehát az x = 0 pont nem Lebesgue-pontja f -nek.
Ebből az is következik, hogy f nem approximatíve folytonos 0-ban, hiszen f

korlátos, és így a 318. feladat állítása szerint, ha f approximatíve folytonos lenne
0-ban, akkor az x = 0 pont Lebesgue-pontja lenne f -nek.

320. Tegyük fel, hogy H olyan mérhető halmaz, hogy x0 sűrűségi pontja H-nak,
x0 ∈ H , és f a H halmazra szorítkozva folytonos x0-ben. Legyen ε > 0 adott,
és legyen A = {x ∈ G : |f(x)− f(x0)| ≥ ε}. Mivel f a H halmazra szorítkozva
folytonos x0-ban, ezért van olyan η > 0, hogy x ∈ H és |x − x0| < η esetén
|f(x) − f(x0)| < ε, azaz x /∈ A. A Br = B(x0, r) jelölést használva ezt úgy is
megfogalmazhatjuk, hogy ha 0 < r < η, akkor A∩Br ⊂ Br \H . Így 0 < r < η
esetén

λ(A ∩Br) ≤ λ(Br \H) = λ(Br)− λ(Br ∩H),
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és
λ(A ∩Br)
λ(Br)

≤ 1− λ(Br ∩H)

λ(Br)
.

Mivel x0 sűrűségi pontja H-nak, ezért r → 0 esetén λ(Br ∩H)/λ(Br) → 1, és
így λ(A∩Br)/λ(Br)→ 0. Mivel ez minden ε > 0-ra igaz, ezért f approximatíve
folytonos az x0 ∈ G pontban.

Most tegyük fel, hogy f approximatíve folytonos az x0 ∈ G pontban. Legyen
Hε = {x ∈ G : |f(x)− f(x0)| < ε}. Ekkor r → 0 esetén λ(Br \Hε)/λ(Br)→
0. Ebből

1− λ(Br ∩Hε)

λ(Br)
→ 0,

λ(Br ∩Hε)

λ(Br)
→ 1,

tehát x sűrűségi pontja Hε-nak minden ε > 0-ra. A Hε halmazok segítségével
most konstruálunk egy olyan H halmazt, amelynek x0 sűrűségi pontja, x0 ∈ H ,
és f a H halmazra szorítkozva folytonos x0-ban.

Válasszunk egy szigorúan monoton csökkenő és nullához tartó (rk) sorozatot,
amelyre teljesül, hogy λ(H1/k ∩Br) > (1− (1/k)) · λ(Br) minden 0 < r ≤ rk-
ra és k = 1, 2, . . .-re. Nyilván azt is feltehetjük, hogy rk+1/rk → 0 ha k → ∞.
Legyen

H = {x0} ∪
∞⋃
k=1

(H1/k \Brk+2
).

Ekkor f a H halmazra megszorítva folytonos lesz x0-ban. Tegyük fel ui., hogy
x ∈ H ∩ Brk+2

és x 6= x0. Ekkor van olyan n, hogy x ∈ H1/n \ Brn+2 . Mivel
x ∈ Brk+2

, ezért szükségképpen n ≥ k, x ∈ H1/k és |f(x)− f(x0)| < 1/k.

Ha rk+1 ≤ r ≤ rk, akkor H ∩Br ⊃ (H1/k ∩Br) \Brk+2
alapján

λ(H ∩Br) > λ(H1/k ∩Br)− λ(Brk+2
) > (1− (1/k)) · λ(Br)− λ(Brk+2

) =

= λ(Br) ·
(

1− 1

k
−
λ(Brk+2

)

λ(Br)

)
≥ λ(Br) ·

(
1− 1

k
−
λ(Brk+2

)

λ(Brk+1
)

)
.

Mivel λ(Brk+2
)/λ(Brk+1

) → 0 ha k → ∞, ezért λ(H ∩ Br)/λ(Br) → 1 ha
r → 0, azaz x0 sűrűségi pontja H-nak.

321. Először is belátjuk, hogy i1 < i2 < . . . < is. Az i1, . . . , is indexek külön-
bözőek, hiszen a Bij gömbök páronként diszjunktak. Mivel i1 = 1, ezért i1 < i2.
Mivel i2 volt a legkisebb index, amelyre Bi2 ∩Bi1 = ∅, és Bi3 ∩Bi1 = ∅ is igaz,
ezért szükségképpen i2 < i3. Ugyanígy adódik, hogy i3 < i4 stb.

Belátjuk, hogy minden i = 1, . . . , n-re van olyan k, hogy a Bik gömböt a
középpontjából 3-szorosára nyújtva, az így kapott B′ik gömb lefedi Bi-t. Ez nyil-
vánvaló, ha i = ij valamely j = 1, . . . , s-re. Tegyük fel, hogy ij < i < ij+1.
Mivel ij+1 volt a legkisebb index, amelyreBij+1 diszjunkt a korábban kiválasztott
gömböktől, ezértBi-re ez nem igaz. Így van olyan 1 ≤ k ≤ j, hogyBik∩Bi 6= ∅.
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Legyen x ∈ Bik ∩Bi. Ekkor tetszőleges y ∈ Bi-re

|y − aik | ≤ |y − x|+ |x− aik | < 2ri + rik ≤ 3rik ,

hiszen ik < i miatt ri ≤ rik . Ezzel beláttuk, hogy y ∈ B′ik . Ez minden y ∈ Bi-re
igaz, tehát Bi ⊂ B′ik .

322. Minden x ∈ Ht-hez válasszunk egy x középpontú Bx gömböt, amelyre
µ(Bx) > λ(Bx) · t. Lindelöf tétele szerint a Bx gömbök közül megszámlálhatóan
sok lefediHt-t. LegyenekB1, B2, . . . olyan gömbök, melyekre µ(Bi) > λ(Bi) · t

minden i-re, és Ht ⊂
∞⋃
i=1

Bi. Ekkor

λ(Ht) ≤ λ

( ∞⋃
i=1

Bi

)
= lim

n→∞
λ

(
n⋃
i=1

Bi

)
.

Így elég belátni, hogy λ

(
n⋃
i=1

Bi

)
≤ 3p · µ(Rp)/t minden n-re.

Legyen n rögzített. A gömbökre vonatkozó lefedési tétel (321. feladat) szerint
vannak olyan i1, . . . , is indexek, hogy aBij gömbök páronként diszjunktak, és ha
a Bij gömbök mindegyikét a középpontjából 3-szorosára nyújtjuk, akkor az így

kapott B′ij gömbök lefedik az
n⋃
i=1

Bi halmazt. Így

λ

(
n⋃
i=1

Bi

)
≤ λ

 s⋃
j=1

B′ij

 ≤ s∑
j=1

λ(B′ij ) =

s∑
j=1

3p · λ(Bij ) ≤

≤
s∑
j=1

3p

t
· µ(Bij ) =

3p

t
·

s∑
j=1

µ(Bij ) =

=
3p

t
· µ

 s⋃
j=1

Bij

 ≤ 3p

t
· µ(Rp).

Itt az utolsó előtti egyenlőség abból következik, hogy a Bij gömbök páronként
diszjunktak. Ezzel az állítást beláttuk.

323. Feltehetjük, hogyG = Rp, mert különben f -et kiterjesztjük Rp-re az f(x) =
0 (x /∈ G) definícióval. Jelöljük C-vel azon pontok halmazát, amelyek nem
Lebesgue-pontjai f -nek. Ha Cn jelöli azon x0 pontok halmazát, amelyekre

lim sup
x→x0

1

λ(B(x0, r))

∫
B(x0,r)

|f(x)− f(x0)| dλ >
1

n
,
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akkor C =
∞⋃
n=1

Cn. Tegyük fel, hogy λ(C) > 0. Ekkor van olyan n, hogy

λ(Cn) > 0. Rögzítsünk egy ilyen n-et, és legyen ε = min(1/n, λ(Cn))/(3p+1).
A 191. feladat állítása szerint van olyan g : Rp → R folytonos függvény, hogy∫

Rp
|f − g| dλ < ε2. Legyen h = f − g, és jelöljük Aε-nal azon x ∈ Rp pontok

halmazát, melyekre van olyan r > 0, hogy
∫
B(x,r)

|h| dλ > ε · λ(B(x, r)). A

függvényekre vonatkozó maximál-egyenlőtlenség szerint λ(Aε) < 3pε. Legyen

Bε = {x ∈ Rp : |h(x)| > ε}. Mivel
∫
Rp
|h| dλ < ε2, ezért λ(Bε) < ε. Ha

x0 /∈ Aε ∪Bε, akkor

lim sup
x→x0

1

λ(B(x0, r))

∫
B(x0,r)

|f(x)− f(x0)| dλ ≤ 3ε. (67)

Valóban,∫
B(x0,r)

|f(x)− f(x0)| dλ ≤

≤
∫
B(x0,r)

|h(x)− h(x0)| dλ+

∫
B(x0,r)

|g(x)− g(x0)| dλ ≤

≤
∫
B(x0,r)

|h(x)| dλ+ |h(x0)| · λ(B(x0, r)) +

∫
B(x0,r)

|g(x)− g(x0)| dλ =

= I1 + |h(x0)| · λ(B(x0, r)) + I2
(68)

minden r > 0-ra. Mivel x0 /∈ Aε, ezért I1 < ε · λ(B(x0, r)). Mivel x0 /∈ Bε,
ezért |h(x0)| ≤ ε. Mivel g folytonos, ezért I2 < ε · λ(B(x0, r)), ha r elég kicsi.
Így (68) alapján megkapjuk (67)-et.

Mivel 3ε < 1/n, ezért (67) alapján megállapíthatjuk, hogy ha x0 /∈ Aε ∪Bε,
akkor x0 /∈ Cn, vagyis Cn ⊂ Aε∪Bε. Ez azonban lehetetlen, mert λ(Aε∪Bε) <
(3p + 1)ε ≤ λ(Cn). Ezzel beláttuk, hogy λ(C) = 0, azaz m.m. x0 Lebesgue-
pontja f -nek.

324. A Radon–Nikodym-tétel szerint van olyan g Lebesgue-integrálható függ-

vény, hogy ϑ(A) =

∫
A
g dλ minden A ⊂ G Lebesgue-mérhető halmazra. Így az

állítás a 323. és 317. feladatok állításaiból következik.

325. Tegyük fel először, hogy ϑ véges mérték. Mivel ϑ szinguláris λ-ra nézve,
létezik egy N ⊂ G Borel-halmaz, amelyre λ(N) = 0 és ϑ(G \N) = 0. Legyen
ε > 0 adott. A 75. feladat állítása szerint van olyanG\N ⊂ U ⊂ G nyílt halmaz,
amelyre ϑ(U) < ε2. Legyen ϑ1(H) = ϑ(H ∩U) minden H Borel-halmazra. Ek-
kor ϑ1 mérték Rp Borel-halmazain, és ϑ1(Rp) < ε2. Jelöljük Aε-nal azon x ∈ U
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pontok halmazát, melyekre van olyan r > 0, hogy ϑ1(B(x, r)) > ε · λ(B(x, r)).
A maximál-egyenlőtlenség szerint λ(Aε)<3pε. Ha x∈G \ (Aε ∪N), akkor

lim sup
r→0+0

ϑ(B(x, r))

λ(B(x, r))
≤ ε, (69)

hiszen G \ N ⊂ U és U nyílt, tehát elég kis r-re ϑ(B(x, r)) = ϑ1(B(x, r)).
Jelöljük C-vel azon x ∈ U pontok halmazát, amelyekre

lim sup
r→0+0

ϑ(B(x, r))

λ(B(x, r))
> 0.

Ha Cn azon pontok halmaza, amelyekben a lim sup értéke > 1/n, akkor C =
∞⋃
n=1

Cn. Tegyük fel, hogy λ(C) > 0. Ekkor van olyan n, hogy λ(Cn) > 0.

Legyen ε = min(1/n, λ(Cn)/3p). Mivel λ(Aε ∪N) < 3pε ≤ λ(Cn), ezért van
olyan x ∈ Cn pont, amelyre x /∈ Aε ∪ N . Ekkor (69) alapján x /∈ Cn (hiszen
ε ≤ 1/n), ami lehetetlen. Ezzel beláttuk, hogy λ(C) = 0, azaz λ-m.m. pontban
dϑ

dλ
(x) = 0.
Most legyen ϑ véges előjeles mérték, amely szinguláris λ-ra nézve. Legyen

N ⊂ G olyan Borel-halmaz, amelyre λ(N) = 0 és ϑ(H) = 0 mindenH ⊂ G\N
Borel-halmazra. Hahn felbontási tétele szerint van olyan P ⊂ G Borel-halmaz,
hogy ϑ(A \ P ) ≤ 0 ≤ ϑ(A ∩ P ) minden A ⊂ G Borel-halmazra. Legyen
α(A) = ϑ(A ∩ P ) és ν(A) = −ϑ(A \ P ) minden A ⊂ G Borel-halmazra.
Ekkor α és ν véges mértékek B(G)-n, és ϑ = α − ν. Az α és ν mértékek
szingulárisak λ-ra nézve, hiszen α(G\N) = ϑ((G\N)∩P ) = 0 és ν(G\N) =

−ϑ((G\N)\P ) = 0. Így
dα

dλ
(x) = 0 és

dν

dλ
(x) = 0 m.m. Így

dϑ

dλ
(x) = 0 m.m.,

hiszen ϑ = α− ν.

326. Legyen ϑ Lebesgue-felbontása λ-ra nézve α + σ. A Radon–Nikodym-tétel
szerint van olyan f : G → R Lebesgue-integrálható függvény, hogy α(A) =∫
A
f dλ minden A ∈ B(G)-re. Mivel λ-m.m. pont Lebesgue-pontja f -nek a 323.

feladat állítása szerint, ezért a 324. feladat állítása szerint
dα

dλ
(x) = f(x) λ-m.m.

x ∈ G-re. Mármost a 325. feladat állítása szerint
dσ

dλ
(x) = 0 m.m. Így ϑ = α+σ

alapján
dϑ

dλ
(x) = f(x) m.m. A fentiekből az (i), (ii), (iii) állítások mindegyike

azonnal következik.

327. LegyenN azon x ∈ G pontok halmaza, amelyekre
dϑ

dλ
(x) = 0 nem teljesül.

A feltétel szerint λ(N) = 0. Ha x ∈ G\N , akkor
dϑ

dλ
(x) = 0, és van olyan r > 0,
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hogy ϑ(B(x, r)) véges. Ekkor ϑ véges minden A ⊂ B(x, r) Borel-halmazra. Így
alkalmazhatjuk az előző (326.) feladat állítását, és azt kapjuk, hogy ϑ szinguláris
λ-ra nézve B(x, r)-ben.

Azt kaptuk, hogy minden x ∈ G \ N pontnak van olyan gömb-környezete,
amelyben ϑ szinguláris λ-ra nézve. Lindelöf tétele szerint ezek közül megszám-
lálhatóan sok lefedi G \N -et. Legyenek B1, B2, . . . olyan gömbök, amelyekben
ϑ szinguláris λ-ra nézve, és amelyek lefedik G \N -et.

Legyen Ni ⊂ Bi olyan Borel-halmaz, amelyre λ(Ni) = 0 és ϑ(A) = 0

minden A ⊂ Bi \ Ni-re. Ekkor az M = N ∪
∞⋃
i=1

Ni halmaz Lebesgue-mértéke

nulla, és ϑ(A) = 0 minden A ⊂ G \M -re. Ezzel beláttuk, hogy ϑ szinguláris
λ-ra nézve.

328. Legyen U azon x ∈ G pontok halmaza, amelyekre ϑ(B(x, r)) véges leg-
alább egy r > 0-ra. Ha ϑ(B(x, r)) véges, akkor ϑ(A) is véges minden A ⊂
B(x, r)-re, tehát U nyílt halmaz. A 326. feladat (i) állítása szerint, ha B(x, r) ⊂

G és ϑ(B(x, r)) véges, akkor a
dϑ

dλ
derivált létezik B(x, r) m.m. pontjában. Így

U minden pontjának van olyan környezete, amelyben
dϑ

dλ
m.m. létezik. Lindelöf

tétele szerint ezen környezetek közül megszámlálhatóan sok lefedi U -t, tehát
dϑ

dλ
létezik U m.m. pontjában.

Másrészt a
dϑ

dλ
derivált létezik minden x ∈ G \ U pontban is. Ha ugyanis

x ∈ G \U , akkor ϑ(B(x, r)) = ±∞minden elég kis r > 0-ra. Adott x ∈ G \U -
ra vagy ϑ(B(x, r)) =∞minden elég kis r > 0-ra, vagy pedig ϑ(B(x, r)) = −∞
minden elég kis r > 0-ra, hiszen ha A ⊂ B és ϑ(A) =∞, akkor szükségképpen
ϑ(B) = ∞, és ha ϑ(A) = −∞, akkor ϑ(B) = −∞. Így x ∈ G \ U esetén
dϑ

dλ
(x) =∞ vagy

dϑ

dλ
(x) = −∞.

329. Tegyük fel először, hogy H korlátos és mérhető. Ekkor χH Lebesgue-
integrálható, tehát a 323. feladat állítása szerint m.m. x pont Lebesgue-pontja
χH -nak. Így a 317. feladat állítása szerint m.m. x ∈ H pontra

lim
r→0+0

λ(H ∩B(x, r))

λ(B(x, r))
= χH(x) = 1.

Ha H tetszőleges mérhető halmaz, akkor a fentiek szerint minden n-re teljesül,
hogy m.m. x ∈ H ∩B(0, n) pont sűrűségi pontja H ∩B(0, n)-nek, tehát H-nak
is. Ebből nyilvánvaló, hogy m.m. x ∈ H pont sűrűségi pontja H-nak.

Most legyen H⊂Rp tetszőleges. A 119. feladat állítása szerint van olyan A mér-
hető halmaz, amelyreH⊂A, és λ(H∩B)=λ(A∩B) minden mérhetőB halmaz-
ra. A sűrűségi tétel szerint m.m. x∈A-ra lim

r→0+0
λ(A ∩B(x, r))/λ(B(x, r)) = 1.
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Mivel λ(A ∩ B(x, r)) = λ(H ∩ B(x, r)) minden x ∈ Rp-re és r > 0-ra, ezért a
fenti limeszben A helyett írhatunk H-t. Mivel pedig H ⊂ A, ezért a limesz m.m.
x ∈ H-ra egyenlő 1-gyel.

330. Ha H mérhető, akkor m.m. x ∈ Rp \H-ra

λ(H ∩B(x, r))

λ(B(x, r))
= 1− λ((Rp \H) ∩B(x, r))

λ(B(x, r))
→ 0, ha r → 0.

Most tegyük fel, hogy m.m. x /∈ H-ra lim
r→0

λ(H ∩ B(x, r))/λ(B(x, r)) = 0.

Legyen A olyan mérhető halmaz, amelyre H ⊂ A, és λ(H ∩ B) = λ(A ∩ B)
minden mérhető B halmazra (l. a 119. feladatot). Ekkor m.m. x ∈ A \ H-ra
lim
r→0

λ(H ∩ B(x, r))/λ(B(x, r)) = 0. De tudjuk (lásd az előző (329.) feladatot),

hogy m.m. x ∈ A-ra, és így m.m. x ∈ A \H-ra is

lim
r→0

λ(H ∩B(x, r))

λ(B(x, r))
= lim

r→0

λ(A ∩B(x, r))

λ(B(x, r))
= 1.

Ez azt jelenti, hogy A \H nullmértékű, és így H = A \ (A \H) mérhető.

331. LegyenA olyan mérhető halmaz, amelyre Rp\H ⊂ A, és λ((Rp\H)∩B) =
λ(A ∩ B) minden mérhető B halmazra (l. a 119. feladatot). Ekkor a 98. feladat
állítását felhasználva azt kapjuk, hogy minden x ∈ H-ra és r > 0-ra

λ(H ∩B(x, r))

λ(B(x, r))
= 1− λ((Rp \H) ∩B(x, r))

λ(B(x, r))
= 1− λ(A ∩B(x, r))

λ(B(x, r))
.

Így m.m. x ∈ H-ra r → 0 esetén λ(A ∩ B(x, r))/λ(B(x, r)) → 1 nem teljesül.
De azt is tudjuk, hogy λ(A ∩ B(x, r))/λ(B(x, r)) → 1 m.m. x ∈ A-ra. Így
H ∩A nullmértékű, tehát H = (Rp \A) ∪ (A ∩H) mérhető.

332. Legyen f mérhető. Ekkor az Ap,q = {x ∈ G : p < f(x) < q} halmaz
mérhető minden p, q ∈ R-re. A sűrűségi tétel (329. feladat) szerintAp,q-nak m.m.
pontja sűrűségi pont, azaz λ(Np,q) = 0, aholNp,q jelöli azon x ∈ Ap,q pontok hal-
mazát, amelyek nem sűrűségi pontjai Ap,q-nak. Ekkor az N =

⋃
{Np,q : p, q ∈

Q, p < q} halmaz nullmértékű. Belátjuk, hogy f approximatíve folytonos min-
den x0 ∈ G \N pontban.

Legyen x0 ∈ G\N és ε > 0 adott. Válasszunk p, q racionális számokat, melyekre
f(x0) − ε < p < f(x0) < q < f(x0) + ε. Ekkor x0 ∈ Ap,q, és az A =
{x ∈ G : |f(x) − f(x0)| ≥ ε} halmazra teljesül, hogy A ∩ Ap,q = ∅. Így a
Br = B(x0, r) jelölést használva A ∩Br ⊂ Br \Ap,q, tehát

λ(A ∩Br) ≤ λ(Br \Ap,q) = λ(Br)− λ(Br ∩Ap,q)
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minden r > 0-ra. Így

lim
r→0

λ(A ∩Br)
λ(Br)

≤ 1− λ(Br ∩Ap,q)
λ(Br)

= 0,

hiszen x0 ∈ Ap,q \Np,q, és így x0 sűrűségi pontja Ap,q-nak. Ez minden ε > 0-ra
igaz, tehát f approximatíve folytonos x0-ban.

Most tegyük fel, hogy G = Rp (azaz f mindenütt értelmezve van), és f m.m.
pontban approximatíve folytonos. Azt kell belátni, hogy f mérhető, azaz hogy
tetszőleges c ∈ R-re az Ac = {x ∈ Rp : f(x) ≤ c} halmaz mérhető. Tegyük
fel, hogy f approximatíve folytonos az x0 ∈ Rp \Ac pontban. Ekkor f(x0) > c,
tehát választhatunk egy pozitív ε számot, amelyre f(x0) − ε > c. Ekkor az
A = {x ∈ G : |f(x) − f(x0)| ≥ ε} halmazra teljesül Ac ⊂ A. Így ismét a
Br = B(x0, r) jelölést használva Br ∩Ac ⊂ Br ∩A minden r > 0-ra. Így

lim
r→0

λ(Br ∩Ac)
λ(Br)

≤ lim
r→0

λ(Br ∩A)

λ(Br)
= 0,

hiszen f approximatíve folytonos x0-ban. Ez m.m. x0 ∈ Rp \Ac-re igaz. Ezért a
330. feladat állítása szerint a Rp \Ac halmaz mérhető, és így Ac is mérhető.

Végül legyen G ⊂ Rp nyílt, és legyen f : G→ R m.m. x0 ∈ G pontban approxi-
matíve folytonos. Legyen B ⊂ G egy tetszőleges gömb, és legyen g(x) = f(x),
ha x ∈ B és g(x) = 0, ha x ∈ Rp \ B. Könnyen látható, hogy g m.m. pontban
approximatíve folytonos, tehát a fentiek szerint g mérhető. Így f mérhető minden
G-ben fekvő gömbben. A Lindelöf-tétel felhasználásával ebből világos, hogy f
mérhető.

333. Legyen H =
⋃
F . Ha x ∈ H , akkor van olyan F ∈ F halmaz, hogy

x ∈ F . Tudjuk, hogy F konvex és a belseje nem üres. Legyen B ⊂ F egy nyílt
gömb. Legyen B sugara δ, és legyen R = sup{|y − x| : y ∈ B}. Tetszőleges
0 < r < R-re H ∩ B(x, r) tartalmazza az (1 − (r/R))x + (r/R) · B gömböt.
Így λ(H ∩B(x, r)) ≥ γ · (rδ/R)p, ahol γ jelöli az egységsugarú gömb mértékét.
Ebből

lim inf
r→0+0

λ(H ∩B(x, r))

λ(B(x, r))
≥ lim inf

r→0+0

γ · (rδ/R)p

γ · rp
= (δ/R)p > 0.

Mivel ez minden x ∈ H-ra igaz, ezért a 331. feladat állítása szerint H mérhető.
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⊂ 11 B(Rp) 20
( 11 B(A) 20
P (X) 11 Cf 21
A∆B 11 ωf (B) 21
|A| 11 ωf (x) 21
χH 11 µf 26
f |H 11 µ-m.m. 25
A|H 11 V (f ; [a, b]) 26
N 11 A<∞ 30
N+ 11 k(H) 31
Z 11 b(H) 31
Q 11 t(H) 31
R 11 λ(H) 31
a+ 11 Lp 31
a− 11 λ 32
|I| 11 A(f < c), A(f > c) 37
Rp 11 A(f ≤ c), A(f ≥ c) 37
B(a, r) 11 A(f = c) 37
B(a, r) 11 D+, D+, D

−, D− 37

Pp 12
∫
A

f dµ 43

Pp(H) 12 dϑ/dµ 59
intH 11 f(a+ 0) 63
clH 11 f(a− 0) 63
dist (x,H) 12 uf (a) 63
π, ν, τ 17 f ′+, f

′
− 65

Fσ, Gδ 20 f ′s 67
Fσδ, Gδσ 20
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Tárgymutató

0− 1-törvény, 35
µ-majdnem mindenütt, 25
σ-additív halmazfüggvény, 24
σ-algebra, 13
σ-gyűrű, 13
σ-ideál, 84
(N) tulajdonság, 60
(S) tulajdonság, 60

abszolút folytonos előjeles mérték, 59
abszolút folytonos függvény, 59
additív halmazfüggvény, 17
algebra, 13
approximatíve folytonos függvény, 65,

68
atom, 73
atom (egy mértékre nézve), 25

Banach tétele, 57
Banach, S., 57
Banach–Zareckij-tétel, 60
Bari, N., 61
Beppo Levi tétele, 43
Besicovitch, A.S., 69
Boole tétele, 56
Boole, G., 56
Borel tétele, 20
Borel tétele, 47
Borel, É., 20
Borel–Cantelli-lemma, 27, 47
Borel-halmaz, 20

Cantor-függvény, 41
Carathéodory tétele, 25

Carathéodory, C., 25
Christensen tétele, 30
Christensen, J.P.R., 30

Dini, U., 37
Dini-deriváltak, 37

egyszerű függvény, 37
előjeles mérték, 24
eloszlásfüggvény, 39
első kategóriájú halmaz, 140

félgyűrű, 13
fa, 21
fa végpontja, 21
Fatou lemmája, 43
Fubini tétele (függvénysorokról), 66
Fubini tétele (integrálokról), 45
Fubini, G., 45

gyűrű, 13

háló, 13
Hahn felbontási tétele, 24
Hahn, H., 24

integrálható függvény, 44
integrálszámítás 2. középértéktétele, 48

jól kettévágás, 25
jólfundált fa, 21
Jegorov tétele, 37
Jegorov, D.F., 37
Jordan-féle belső mérték, 31
Jordan-féle külső mérték, 31
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Tárgymutató 257

Jordan-mérhető halmaz, 31

külső mérték, 24
kategória-tétel, 140
kis Lebesgue-tétel, 45
komponens (nyílt halmazé), 52
korlátos változású függvény, 26

lépcsősfüggvény, 40
Lebesgue tétele, 34
Lebesgue tétele, 66, 68
Lebesgue, H., 26
Lebesgue–Stieltjes-féle külső mérték, 26
Lebesgue-féle külső mérték, 31
Lebesgue-felbontás, 63
Lebesgue-integrál, 43
Lebesgue-mérhető halmaz, 31
Lebesgue-pont, 68
Lindelöf, E., 68
Lindelöf-tétel, 68
Lipschitz-leképezés, 52
Lipshitz, R.O., 52
lokálisan Lipschitz, 52
lokálisan Lipschitz-leképezés, 52

mérhető burok, 34
mérhető függvény, 37
mérhető halmaz, 37
mérhető halmaz (külső mértékre nézve),

25
mérték, 24
mértékkiterjesztési tétel, 25
mértéktér, 45
mértéktartó leképezés, 55
majdnem konvergáló halmazsorozat, 29
maximál-egyenlőtlenség, 69
mindent jól kettévágó halmaz, 25
modulus, 13
monotonkonvergencia-tétel, 43

nagy Lebesgue-tétel, 45
nagy számok törvénye, 47
negatív rész (halmazfüggvényé), 17

nemnegatív tagú sorok
tagonkénti integrálhatósága, 43

Nikodym, O.M., 59
Nina Bari tétele, 61
nyílt gömb, 11
nyílt halmaz, 20

oszcilláció, 21

pozitív rész (halmazfüggvényé), 17
primitív függvény, 65

racionális gömb, 11
racionális tégla, 11
Radon, J., 59
Radon–Nikodym-derivált, 59
Radon–Nikodym-tétel, 59
Ramsey, F.P., 76
Ramsey-tétel, 76
Riemann lemmája, 51
Riemann, G.F.B., 51
Riemann-függvény, 124

sűrűségi pont, 65, 68
sűrűségi tétel, 71
Steinhaus tétele, 35
Steinhaus, H., 35
Stieltjes, T.J., 26
számosságmérték, 63
szekciófüggvények, 45
szimmetrikus derivált, 67
szimmetrikus differencia, 11
szinguláris előjeles mérték, 63
szinguláris függvény, 63
szorzat-mértéktér, 45

tégla, 11
tiszta ugrófüggvény, 63
totális variáció (függvényé), 26
totális variáció (halmazfüggvényé), 17

végesen additív halmazfüggvény, 17
valószínűségi mértéktér, 45

www.interkonyv.hu Hungarian Edition © Typotex

© Laczkovich Miklós



i
i

“MertekFeladatok_0706” — 2018/7/6 — 10:23 — page 258 — #258 i
i

i
i

i
i

258 Tárgymutató

Vitali tétele, 35
Vitali, G., 35

zárt gömb, 11
zárt halmaz, 20
Zareckij, M.A., 60
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